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המורכב לטופולוגיה בסיס שיש כך ,X האוסדורף טופולוגי מרחב הוא lמרחב־ 1.1 הגדרה
קומפקטיות. פתוחות מקבוצות

בפרט: 1.2 הערה

מקומית. קומפקטי X .1

קומפקטית קבוצה האוסדורף, מרחב בכל כמו (כי נקודה. הוא X של קשירות רכיב כל .2
סגורה) היא

מרחב תתי

.lמרחב־ היא X של סגורה או פתוחה תת־קבוצה כל אז lמרחב־ X אם 1.3 טענה

פתוח). קומפקטי להיות ממשיך סביבות הבסיס (כי ברורה הטענה סגורה לקבוצה הוכחה:
שמוכלות קומפקטיות הפתוחות הסביבות של הבסיס כי ברורה, גם הטענה פתוחה לקבוצה

קומפקטיות. נשארות הפתוחה בקבוצה
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קיימת קומפקטית פתוחה K ⊆ Z לכל אז סגורה. Z ⊆ X ו ,lמרחב־ X יהי 1.4 הערה
.U ∩ Z = K ש כך קומפקטית פתוחה U ⊆ X

פתוחה סביבה קיימת k ∈ K לכל .V ∩ Z = K ש כך פתוחה V ⊆ X קיימת הוכחה:
סופי תת־כיסוי קיים ולכן K ⊆

⋃
k∈KWk מתקיים .k ∈ Wk ⊆ V עם Xב קומפקטית

K ⊆ U ⊆ V מקיימת U =
⋃n
i=1Wki מכאן .k1, . . . , kn ∈ K כאשר K ⊆

⋃n
i=1Wki

ו Xב קומפקטית פתוחה

K = K ∩ Z ⊆ U ∩ Z ⊆ V ∩ Z = K

כנדרש.

כיסוי למת

פתוחות קבוצות של אוסף {Vi}i∈I יהי קומפקט. K ⊆ X ו lמרחב־ X יהי 1.5 למה
ש כך בזוגות וזרות וקומפקטיות פתוחות קבוצת קיימת אז .K ⊆

⋃
i∈I Vi ש כך ,Xב

.Wj ⊆ Vij עם ij יש j שלכל וכך K ⊆
⋃n
j=1Wj

פתוחות. קומפקטיות Vi כי הכיסוי עידון ע"י להניח ניתן ,lמרחב־ הוא Xו מאחר הוכחה:

.K ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vn וכי סופית I = {1, 2, . . . , n} ש להניח אפשר קומפקטית, Kו מאחר
.Wn = Vn \

⋃n−1
i=1 Vi ,. . . ,W2 = V2 \ V1 ,W1 = V1 נגדיר

מכפלה למרחבי גרסה

פתוחות Vi ⊆ X × Y תהיינה קומפקט. K ⊆ X × Y ויהי ,lמרחבי־ X,Y יהיו 1.6 למה
Wj = ש כך (j = 1, . . . , n) Bj ⊆ Y ו Aj ⊆ X יש אז .K ⊆

⋃
i∈I Vi עם (i ∈ I)

עם ij ∈ I יש j ולכל K ⊆
⋃n
j=1Wj ו וקומפקטיות). (ופתוחות זרות Aj ×Bj ⊆ X × Y

.Wj ⊆ Vij

המלבנים אוסף את Rב נסמן הוכחה:

R = {A×B ⊆ X × Y | A ⊆ X,B ⊆ Y | A,B are open and compact}

ביחס גם לחיתוך. ביחס סגורה C .R איברי של הסופיים הזרים האיחודים את Cב ונסמן
כי: להפרש

X × Y \

(⋃
i

(Ai ×Bi)

)
=

⋂
i

((X × Y ) \ (Ai ×Bi))

=
⋂
i

((X × (Y \Bi)) ∪ ((X \Ai)×Bi))

כמו ובהוכחה .M ∪ N = M ∪ (N \M) לאיחוד: ביחס גם ולכן להפרש סגורה C לכן
.Wj ∈ C ו Vi ∈ R לוקחים קודם,
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מבחן פונקציות 2

הגדרות 2.1

אם למקוטעין קבועה נקראת טופולוגי מרחב X כאשר f : X → Y פונקציה 2.1 הגדרה
כאשר רציפה f כלומר קבועה. f |U ש כך x0 של U ⊆ X פתוחה סביבה יש x0 ∈ X לכל

דיסקרטית. טופולוגיה עם Y

את (C∞ (X,L)) C∞ (X)ב נסמן .(C מעל וקטורי מרחב L) lמרחב־ X יהי סימונים
.C∞ (X) = C∞ (X,C) מקומית קבועות שהן (f : X → L) f : X → C הפונקציות אוסף

נקודתית. כפל עם C∞ (X) מעל מודול C∞ (X,L) ו חוג C∞ (X)

קבוצה זוהי .suppf = {x ∈ X | f (x) 6= 0} מגדירים אז f ∈ C∞ (X,L) אם תומך
(C∞c (X,L)) C∞ (X)ב האיברים את (C∞c (X,L)) C∞c (X) ב מסמנים .Xב וסגורה פתוחה

קומפקטי. תומך עם

.C∞c (X) = S (X) מסמנים [BZ]ב 2.2 הערה

כללי סימון חלקות פונקציות תיאור

χV (a) =

{
1 a ∈ V
0 a /∈ V

f ∈ C∞ (X,L) תהי

בצורה יחיד תיאור ויש סופית Imf קומפקטי, suppf ו מקומית קבועה fש מאחר .1

f =

n∑
i=1

viχOi

(n = 0 ניקח (ל0 שונים. וקטורים vi ∈ L ו קומפקטיות פתוחות Oi ⊆ X כאשר

f =
∑m
j=1 vjχWj

תיאור יש suppf ⊆
⋃
i∈I Vi פתוח כיסוי שלכל נובע הכיסוי מלמת .2

.vi ∈ L ו Wj ⊆ Vij עם ij יש j שלכל וכך פתוחות קומפקטיות Wj ⊆ X עם

טנזוריות במכפלות שימוש 2.2

ההעתקות :C מעל הבאות המכפלות כל וקטורי. מרחב Lו ,l מרחבי X,Y יהיו 2.3 טענה
וקטוריים: מרחבים של איזומורפיזמים הן הבאות

.1

η : C∞c (X)⊗ L → C∞c (X,L)

f ⊗ v 7→ [x 7→ f (x) · v (x)]
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.2

θ : C∞c (X)⊗ C∞c (Y ) → C∞c (X × Y )

f ⊗ g 7→ [(x, y) 7→ f (x) · g (y)]

הוכחה:

.ηα = 0 מקיים α =
∑n
i=1 fi⊗vi כי נניח .C∞c (X,L) איברי של התיאור לפי על η .1

x ∈ X לכל ואז בת"ל v1, . . . , vn כי להניח אפשר

0 = (ηα) (x) =

n∑
i=1

fi (x) vi

.α = 0 ולכן ,x ∈ X ולכל 1 ≤ i ≤ n לכל fi (x) = 0 ולכן

על. θש נובע למכפלות, הכיסוי למת לאור .2
כי להניח אפשר .θα = 0 מקיים α =

∑n
i=1 hi ⊗ ki אם חד־חד־ערכית: θ

(θα) (x, y) = מתקיים y ∈ Y לכל ואז בת"ל. h1, . . . , hn ו בת"ל k1, . . . , kn
לכל ki (y) = 0 ולכן בת"ל {hi (x)}ni=1 הפונקציות .

∑n
i=1 hi (x) ki (y) = 0

.α = 0 ולכן y ∈ Y

סגורה תת־קבוצה על צמצום 2.3

סדרה יש אז .U = X \ Z נסמן סגורה. קבוצה Z ⊆ X תהי .lמרחב־ X יהי 2.4 טענה
מדויקת

0 −→ C∞c (U)
iU−→ C∞c (X)

pZ−→ C∞c (Z) −→ 0

.Uל מחוץ 0 הרחבת היא iU ו f 7→ f �Z צמצום היא pZ כאשר
.KerpZ = ImiU = {f ∈ C∞c (X) | suppf ⊆ U} בפרט

שאם ברור כן, כמו .p ◦ i = 0 ו חד־חד־ערכית i ש ברור מוגדרות. iו pש ברור הוכחה:
ולכן קומפקטית suppf ⊆ U אז Kerp 3 f ∈ C∞c (X)

f = iU (f �U ) ∈ ImiU

אבל .χK ∈ Imp אז וקומפקטית פתוחה K ⊇ Z שאם להוכיח די על. pש להוכיח נותר
.p (χW ) = χW �Z= χK ולכן W ∩ Z = K עם קומפקטית פתוחה W ⊆ X קיימת

דיסטריבוציות 3

אז .lמרחב־ X יהי 3.1 הגדרה

D (X) = HomC (C∞c (X) ,C)

באנליזה. D′ (X) ו [BZ]ב S∗ (X) נוספים: סימונים
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לכל לינארית. T : C∞c (X)→ C אז .T ∈ D (X) ,lמרחב־ X יהי ומידות דיסטריבוציות
נסמן קומפקטית. פתוחה O ⊆ X

T (O) = T (χO)

בפרט זרות. קומפקטיות פתוחות A,B כאשר T (A ∪B) = T (A) + T (B) תכונה:
.T (∅) = 0

מידה. קוראים הנ"ל התכונה עם T : {Open compact sets in X} → C לפונקציה מינוח
ע"י T ∈ D (X) דיסטריבוציה נקבל T מידה בהנתן

f =

n∑
i=1

ziχOi 7→ T (f) =

n∑
i=1

ziT (Oi)

שונות. ziו זרות Oi באשר
Tש נובע ולכן מזה זה שונים אינם zi אם גם נכון T (f)ל שנוסחה נובע לעיל מהתכונה

לינארית.

סימונים

T (f) = 〈T, f〉 =

∫
X

f (x) dT (x) =

∫
X

f (y) dT (y) = . . .

f ∈ C∞c (X) ל מסמנים אז פתוחה U ⊆ X ∫אם
U

fdT =

∫
X

χUfdT = 〈T, χUf〉

מרחב תת

מדויקת סדרה יש אז .U = X \ Z נסמן סגורה. Z ⊆ X תהי ,lמרחב־ X יהי 3.2 טענה

0 −→ D (Z)
p∗Z−→ D (X)

i∗U−→ D (U) −→ 0

כלומר ,iU של הדואלי i∗U ו pZ של הדואלי p∗Z כאן 3.3 הערה

〈p∗ZT, f〉 = 〈T, pZf〉
〈i∗UT, f〉 = 〈T, iUf〉

ש מכך נובע הוכחה:

0 −→ C∞c (U)
iU−→ C∞c (X)

pZ−→ C∞c (Z) −→ 0

מדויקת 0→ M → N → L→ 0 ו וקטוריים מרחבים L,M,N שאם ומהעובדה מדויקת
מדויקת. 0→ L∗ → N∗ →M∗ → 0 אז
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פתוחה. U ⊆ X ו T ∈ D (X) עבור שקולים: תנאים 3.4 הערה

i∗UT = 0 .1

suppf ⊆ U עם f ∈ C∞c (X) לכל Tf = 0 .2

וקומפקטית. פתוחה O ⊆ U לכל T (O) = 0 .3

.suppf ⊆ U ⇐⇒ f ∈ ImiU כי 1 ⇐⇒ 2 הוכחה:
C∞c (X) מתיאור מיידי 2 ⇐⇒ 3

פתוחה קבוצה הוא i∗UT = 0 ש כך U ⊆ X הפתוחות הקבוצות תת איחוד 3.5 מסקנה
תכונה עם ביותר הגדולה הפתוחה הקבוצה היא Ω ⊆ X ו i∗ΩT = 0 ש כך Ω = ΩT ⊆ X

זו.

Wj ⊆ X ש כך O ⊆
⋃n
j=1Wj סופי כיסוי יש אז קומפקטית, פתוחה O ⊆ Ω אם הוכחה:

.T (O) =
∑n
j=1 T (Wj) = 0 אז .i∗UjT = 0 ש כך Wj ⊆ Uj ו קומפקטית פתוחה

תומך

סגורה. קבוצה זוהי .T של התומך נקרא suppT = X \ Ω אלה בסימונים 3.6 הגדרה

תכונות

שניהם (כי suppT ⊆ Z ⇐⇒ i∗UT = 0 אז U = X \ Z ו סגורה Z ⊆ X אם .1
המדויקת הסדרה לכן .(U ⊆ Ω ש לכך שקולים

0 −→ D (Z)
p∗Z−→ D (X)

i∗U−→ D (U) −→ 0

ועל. חד־חד־ערכית התאמה שיש מראה

D (Z)
p∗Z−→ Keri∗U = {T ∈ D (X) | suppT ⊆ Z}

אלה. מרחבים שני מזהים ולעתים

.(f ∈ ImiΩ ולכן suppf ⊆ Ω אז (כי 〈T, f〉 = 0 ⇐= suppf ∩ suppT = ∅ .2
בפרט

suppT = ∅ ⇐⇒ T = 0 (א)

,f1 − f2 על (מסתכלים .〈T, f1〉 = 〈T, f2〉 ⇐= f1 �suppT= f2 �suppT (ב)
(suppT ל מחוץ הוא זו פונקציה של התומך

.〈T, f〉 = 〈T, χUf〉 מתקיים suppT ⊆ U עם פתוחה U ⊆ X לכל (ג)

שקולים: הבאים התנאים .x ∈ X תהי .suppT מ נקודות איפיון .3

x ∈ suppT (א)
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עם קומפקטית פתוחה O ⊆ U קבוצה תת יש x ∈ U ⊆ X פתוחה סביבה לכל (ב)
T (O) 6= 0

ו suppf ⊆ U ש כך f ∈ C∞c (X) יש x ∈ U ⊆ X פתוחה סביבה לכל (ג)
T (f) 6= 0

הוכחה:

O ⊆ U תת־קבוצה שלכל כך x ∈ U ⊆ X פתוחה סביבה קיימת ⇐⇒ ב שלילת
(מהתנאים U ⊆ ΩT ⇐⇒ קורה זה .T (O) = 0 מתקיים קומפקטית פתוחה
סגורה.) suppT (כי x /∈ suppT ⇐⇒ suppT ∩ U = ∅ ⇐⇒ מקודם) השקולים

עם f ∈ C∞c (X) שלכל כך x ∈ U ⊆ X פתוחה סביבה קיימת ⇐⇒ ג שלילת
מקודם) השקולים (מהתנאים U ⊆ ΩT ⇐⇒ .T (f) = 0 מתקיים suppf ⊆ U

א. שלילת ⇐⇒ ג שלילת כן וכמו א שלילת ⇐⇒ ב שלילת לכן

T אז וקטורי, מרחב L ויהי T ∈ D (X) תהי וקטורית פונקציה על דיסטריבוציות פעולת
לינארית טרנספורמציה משרה

〈T, ·〉 : C∞c (X,L) ∼= C∞c (X)⊗ L T⊗idL−→ C⊗ L = L

f 7→ 〈T, f〉

ע"י תיאור יש f ∈ C∞c (X,L) ל ישיר: תיאור

f (x) =

n∑
i=1

fi (x) vi

ואז fi ∈ C∞c (X) , vi ∈ L כאשר

〈T, f〉 =

n∑
i=1

〈T, fi〉 vi

נקבל f =
∑m
j=1 χOjvj בתיאור נשתמש אם בפרט,

〈T, f〉 =

m∑
j=1

T (Oj) vj

.〈T, f〉 =
∫
X
f (x) dT (x) מסמנים

ו וקטוריים מרחבים בין לינארית טרנספומרציה τ : L → M אם לינארית טרנספורמציה
אז T ∈ D (X)

τ (Tf) = T (τ ◦ f)
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T ⊗ S ∈ מוגדר אז .T ∈ D (X) , S ∈ D (Y ) .lמרחבי־ X,Y יהיו מכפלה מרחבי
ע"י D (X × Y )

C∞c (X × Y ) ∼= C∞c (X)⊗ C∞c (Y )
T⊗S−→ C⊗ C = C

נקבל f ∈ C∞c (X) , g ∈ C∞c (Y ) אם ואז

(f ⊗ g) (x, y) = f (x) g (y)

〈T ⊗ S, f ⊗ g〉 = 〈T, f〉 〈S, g〉

מתקיים ϕ ∈ C∞c (X × Y ) לכל (פוביני): 3.7 טענה

〈T ⊗ S, ϕ〉 =

∫
X×Y

ϕ (x, y) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
Y

[∫
X

ϕ (x, y) dT (x)

]
dS (y)

=

∫
X

[∫
Y

ϕ (x, y) dS (y)

]
dT (x)

.C∞c ל(·) שייכות המרובעים בסוגריים והפונקציות

ואז ϕ (x, y) = f (x) g (y) כי להניח ניתן מלינאריות ∫הוכחה:
X

[∫
Y

ϕ (x, y) dS (y)

]
dT (x) =

∫
X

[∫
Y

f (x) g (y) dS (y)

]
dT (x)

=

∫
X

f (x) 〈S, g〉 dT (x)

= 〈S, g〉
∫
X

f (x) dT (x)

= 〈S, g〉 〈f, T 〉

=

∫
X×Y

ϕ (x, y) d (T ⊗ S) (x, y)

3.8 הערה

וקטוריות. לפונקציות הכללה יש .1

.(T ⊗ S)⊗R = T ⊗ (S ⊗R) בפרט מרחבים. למספר הכללה יש .2

suppT ⊗ S = suppT × suppS ⊆ X × Y 3.9 טענה
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לקחת (וניתן X × Y ב (x, y) של W סביבה לכל ⇐⇒ (x, y) ∈ supp (T ⊗ S) הוכחה:
ϕ ∈ C∞c (X × Y ) קיימת בהתאמה) X,Y ב x, y של סביבות U, V כאשר W = U × V
ו f ∈ C∞c (X) עם ϕ = f ⊗ g לקחת ניתן .〈T ⊗ S, ϕ〉 6= 0 ו suppϕ ⊆ W ש כך

מתקיים זה במקרה .suppg ⊆ V ו suppf ⊆ U עם g ∈ C∞c (Y )

〈T ⊗ S, f ⊗ g〉 = 〈T, f〉 〈S, g〉

שקול: תנאי רואים
עם g ∈ C∞c (Y ו( suppf ⊆ U עם f ∈ C∞c (X)ו x ∈ U ⊆ X סביבה קיימת

.〈S, g〉 6= 0 ו 〈T, f〉 6= 0 ש כך suppg ⊆ V

T ∈ ותהי h ∈ C∞ (X) תהי .lמרחב־ X יהי C∞ (X)מ בפונקציות דיסטריבוציות כפל
ע"י hT ∈ D (X) נגדיר .D (X)

〈hT, ϕ〉 = 〈T, hϕ〉

.ϕ ∈ C∞c (X) כאשר

.supp (hT ) = supph ∩ suppT הוא hT של התומך 3.10 טענה

ש כך x ∈ W ⊆ X פתוחה סביבה קיימת אז .c = h (x) נסמן .x ∈ X יהי הוכחה:
נקבל suppϕ ⊆W ש כך ϕ ∈ C∞c (X) לכל קבועה. h �W= c

〈hT, ϕ〉 = 〈T, hϕ〉 = c 〈T, h〉

הבאות: השקילויות את יש לכן
כי V ⊆ W להניח (ואפשר x ∈ V ⊆ X פתוחה סביבה לכל ⇐⇒ x ∈ supp (hT )

ש כך suppϕ ⊆ V עם ϕ ∈ C∞c (X) קיימים לחתוך) אפשר

c 〈T, ϕ〉 = 〈hT, ϕ〉 6= 0

.x ∈ suppT ו c 6= 0 ⇐⇒
x ∈ suppT ו h (x) 6= 0 ⇐⇒

.x ∈ suppT ו x ∈ supph ⇐⇒

.supph ∩ suppT = ∅ ⇐⇒ hT = 0 מקבלים בפרט 3.11 הערה

קומפקטי תומך עם דיסטריבוציות 4

〈T, f〉 הכללת 4.1

ש כך f ∈ C∞ (X,L) תהי .T ∈ D (X) ,C מעל וקטורי מרחב L .lמרחב־ X
ונגדיר ,ϕ �suppT= f �suppT ש כך ,ϕ ∈ C∞c (X,L) נקח קומפקטי. suppf ∩ suppT

.〈T, f〉 = 〈T, ϕ〉
.ϕ = χV ·f ונגדיר suppf ∩suppT ⊆ V עם קומפקטית פתוחה V ⊆ X נקח :ϕ קיום

(f (x) = 0 = ϕ (x) אז x /∈ suppf ו x ∈ suppT (אם
.〈T, ϕ1〉 = 〈T, ϕ2〉 אז ϕ1 �suppT= ϕ2 �suppT שאם ראינו היטב: מוגדר 〈T, f〉
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4.1 הערה

לקודמת. תואמת ההגדרה f ∈ C∞c (X,L) אם .1

.(ϕ = 0 (נקח 〈T, f〉 = 0 אז suppf ∩ suppT = ∅ אם .2

קומפקטי תומך עם דיסטריבוציות 4.2

נסמן

Dc (X) = {T ∈ D (X) | suppT is compact}

ונגדיר suppT ⊆ V עם קומפקטית פתוחה V ⊆ X נקח ואז

(f ∈ C∞ (X,L)) 〈T, f〉 = 〈T, χV f〉

f ∈ C∞ (X,L) עבור 〈δx, f〉 = f (x) ע"י δx ∈ D (X) מוגדרת x ∈ X אם דוגמה
.suppδx = {x} מתקיים .f ∈ C∞ (X,L) ול f ∈ C∞c (X,L) ל נכונה הנוסחה ואותה

supp (T ⊗ S) = suppT × suppS ש ראינו אז T ∈ Dc (X) ו S ∈ Dc (Y ) אם מכפלות
.T ⊗ S ∈ Dc (X × Y ) ולכן

τ : L→M ל נכונה נשארת τ (Tf) = T (τ ◦ f) הנוסחה לינארית טרנספורמציה פעולת
.f ∈ C∞ (X,L) ו לינארית

יהיו ,ϕ ∈ C∞ (X × Y ) ו T ∈ Dc (X) ו S ∈ Dc (Y ) אם פוביני הכללת
מתקיים קומפקטיות. פתוחות suppT ⊆ U ⊆ X ו suppS ⊆ V ⊆ Y∫

X×Y
ϕ (x, y) d (T ⊗ S) (x, y) ..=

∫
X×Y

χU (x)χV (y)ϕ (x, y) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
X

[∫
Y

χU (x)χV (y)ϕ (x, y) dS (y)

]
dT (x)

=

∫
X

χU (x)

[∫
Y

χV (y)ϕ (x, y) dS (y)

]
︸ ︷︷ ︸

∈C∞c (X)

dT (x)

U כי להניח ניתן כרצוננו, גדולה Uש וכיוון C∞c (X) ב המרובעים בסוגריים שהחלק מכיוון
ונקבל המרובעים הסוגריים של התומך עם suppT של החיתוך את ∫מכילה

X×Y
ϕ (x, y) d (T ⊗ S) (x, y) =

∫
X

χU (x)

[∫
Y

χV (y)ϕ (x, y) dS (y)

]
dT (x)

..=

∫
X

[∫
Y

ϕ (x, y) dS (y)

]
dT (x)

מתקיים דומה ∫באופן
X×Y

ϕ (x, y) d (T ⊗ S) (x, y) =

∫
Y

[∫
X

ϕ (x, y) dT (x)

]
dS (y)
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הומיאומורפיזם 4.3

וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם נקבל הומיאומורפיזם. σ : X → Y ו lמרחבי־ X,Y יהיו

σ∗ : C∞ (X) → C∞ (Y )

f 7→ σ∗f = f ◦ σ−1

כלומר

(σ∗f) (y) =
(
f ◦ σ−1

)
(y)

בנוסף

σ∗ : D (X) → D (Y )

T 7→ σ∗T = T ◦ σ−1
∗

כלומר

〈σ∗T, f〉 =
(
T ◦ σ−1

∗
)

(f)

=
〈
T, σ−1

∗ f
〉

= 〈T, f ◦ σ〉

או f ∈ C∞c (Y ) ∫ל
Y

f (y) d (σ∗T ) (y) =

∫
X

f (σ (x)) dT (x)

כאשר (η ◦ σ)
∗

= η∗ ◦ σ∗ מתקיים

X
σ−→
≈

Y
η−→
≈

Z

מידות

(σ∗T ) (O) =

∫
Y

χO (y) d (σ∗T ) (y)

=

∫
X

χO (σ (x)) dT (x)

=

∫
X

χσ−1(O) (x) dT (x)

= T
(
σ−1 (O)

)
קומפקטית. פתוחה O באשר
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טופולוגיה) (ללא ומודולים הצגות 5

כלליות הגדרות 5.1

בילינארית תבנית עם A וקטורי מרחב היא אלגברה 5.1 הגדרה

· : A×A → A

(a, b) 7→ ab

ליחידה. יחידה שולחים הומומורפיזמים יחידה. איבר ועם אסוציאטיבית

אלגברה מוגדרת חבורה G אם 5.2 הגדרה

C [G] =

{
n∑
i=1

cigi | n = 1, 2, · · · | ci ∈ C, gi ∈ G

}

.G ⊆ C [G] על נחשוב .1C[G] = 1 · 1G ואז

תבניות עם וקטורי מרחב הוא (A אלגברת (או G חבורה מעל M מודול 5.3 הגדרה
בילינאריות

G×M −→ M

(g,m) 7→ g ·m

Aל לחלופין (או

A×M −→ M

(a,m) 7→ a ·m

(באופן .(x ∈M (ל 1Gx = x ו (x ∈M ו g1, g2 ∈ G (באשר g1 (g2x) = (g1g2)x ש כך (
(A עבור דומה

ע"י מודולים C [G]ל מודולים G בין ועל חד־חד־ערכית התאמה יש 5.4 )הערה
n∑
i=1

cigi

)
x =

n∑
i=1

ci (gix)

הומומורפיזם הוא (A אלגברת (או G חבורה של (π, Vπ) הצגה 5.5 הגדרה

π : G → GL (Vπ)

GL (Vπ) = Aut (Vπ) = {τ | τ : Vπ → Vπ is an invertible linear transform}

(EndC (Vπ) = HomC (Vπ, Vπ) באשר π : A→ EndC (Vπ) אלגבראות של הומומורפיזם (או
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למודול: הופך Vπ אז הצגה (π, Vπ) אם 5.6 הערה

gx = (π (g)) (x) (ax = (π (a)) (x))

הצגה יוצר מודול כל ההפוך, ובכיוון

G 3 g 7→ {π (g) (x) = gx}

שלה. המרחב יהיה Vπ הצגה, π אם (סימון): 5.7 הגדרה

(A אלגברה (או G לחבורה ביחס מודולים M,N יהיו 5.8 הגדרה

HomC (M,N) = {Linear transformations}
HomG (M,N) = {f ∈ HomC (M,N) | g (f (x)) = f (g (x))∀g ∈ G∀x ∈M}

הוא התנאי בהצגות, דנים אם .HomC (M,N) של תת־מרחב זהו

π2 (g) f (x) = f (π1 (g)x)

זה במקרה מסמנים .f ∈ HomC (M,N) ו Vπ2 = N ו M = Vπ1 כאשר
.HomG (Vπ1

, Vπ2
) = HomG (π1, π2)

.HomG (M,N) = HomC[G] (M,N) מתקיים למשל

אם .G חבורה של הצגות π, ρ תהיינה שקולות הצגות או מודולים של איזומורפיזמים
הטרנספורמציה אז ϕ : Vπ → Vρ לינארית כטרנספורמציה הפיכה ϕ ∈ HomG (π, ρ)
אומרים זה ובמקרה ϕ−1 ∈ HomG (ρ, π) מקיימת גם ϕ−1 : Vρ → Vπ ההופכית הלינארית

שקולות. הצגות ρו π ש
ϕ) מודולים שני בין G־מורפיזם הוא ϕ : M → N ואם למודול דומות הגדרות יש
Mש ואומרים G־מורפיזם היא ϕ−1 : N → M אז הפיכה ϕ ואם לינארית) טרנספורמציה

.M ∼= N ומסמנים איזומורפיים N ו
אלגברה. מעל מודולים או אלגבראות של להצגות דומות הגדרות יש

ש כך וקטורי תת־מרחב הוא N ⊆ M תת־מודול G־מודול, הוא M אם תת־מודול
נקראים M של 0,M המודולים תתי לG־מודול. הופך N אז .(g ∈ G (לכל gN ⊆ N

טריוואלים.

לתת־מודולים פרט תת־מודולים אין Mול M 6= 0 אם פשוט נקרא M מודול 5.9 הגדרה
פרט תת־הצגות אין Vπול Vπ 6= 0 אם אי־פריקה נקראת (π, Vπ) הצגה הטריוואלים.

.Vπו 0 המרחב תתי על π לצמצום

מורפיזם ϕ : M → N ו פשוטים מודולים M,N אם פשוטים מודולים בין הומומורפיזמים
Kerϕ = או חד־חד־ערכית ϕ ולכן Kerϕ = 0 ולכן תת־מודול Kerϕ ⊆M אז מודולים של

.ϕ = 0 ואז M
על. ϕ ואז Imϕ = N או ϕ = 0 ואז Imϕ = 0 ולכן תת־מודול. הוא Imϕ ⊆ N כן כמו

איזומורפיזם. ϕ או ϕ = 0 סה"כ
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H ⊆ G ואם G־מודול) הוא V אם (או G חבורה של הצגה (π, V ) אם (סימון): 5.10 הגדרה
אז (H = G (למשל

V H = {v ∈ V | π (h) v = v | ∀h ∈ H}
= {v ∈ V | h · v = v | ∀h ∈ H}

5.11 הערה

(טריוואלי). H־שמור הוא V H .1

כי G־שמור: הוא V H אז Hב נורמלית H / G אם .2

h (gv) = gg−1h (gv)

= g

g−1hg︸ ︷︷ ︸
∈H

 v

= gv

.v ∈ V H ו g ∈ G, h ∈ H לכל

V H1 ⊇ V H2 ⇐= H1 ⊆ H2 .3

קבוצות ע"י הנוצרים מודולים תתי 5.2

תתי כל של חיתוך קבוצה. תת S ⊆ V תהי .(A אלגברה או G חבורה (של מודול V יהי
ע"י הנוצר המודול תת ונקרא ,S את המכיל תת־מודול הוא S את המכילים V של המודולים

.S
.spanC {gs | g ∈ G, s ∈ S} במודול מדובר :G חבורה של במקרה
.AS = {

∑
�nite aisi | ai ∈ A, si ∈ S} :A אלגברה של במקרה

.v ע"י נוצר V כי מתקיים 0 6= v ∈ V לכל אם ורק אם פריק אי V דוגמה

U ⊆ V ו (A לאלגברה או G לחבורה (ביחס מודול V אם (subquotient) מנות תת
ע"י מנה מודול הנקרא למודול הופך V/U אז תת־מודול,

g (v + U) = gv + U

מנה תת הנקרא מודול הוא W/U אז ,V של תתי־מודולים שני 0 ⊆ U ⊆ W ⊆ V אם
שיכון ויש V/U ו W/U מנה מודולי יש כן, כמו .V המודול תת של מנה הוא W/U .V של
המודול של תת־מודול הוא W/U ש ונקבל כהכלה כזה שיכון על נסתכל .W/U ↪→ V/U

.V/U

אלגברה). או חבורה (של מודול V 6= 0 יהי 5.12 למה

אי־פריקה. מנה V ל יש אז סופית נוצר V אם .1
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אי־פריקה. מנה תת V ל יש תמיד .2

הוכחה:

קבוצה {Wi}i∈I תהי .S סופית קבוצה ע"י נוצרת V ש נניח צורן. של הלמה בעזרת .1
אז .(i ∈ I (לכל Wi 6= V המקיימת הכלה) (ע"י תת־מודולים של היטב סדורה

W ..=
⋃
i∈I

Wi 6= V

סתירה. .Wi = V ולכן S ⊆ Wi עם i ∈ I קיים ואז סופית S ⊆ W אחרת כי
מקסימלי איבר יש ולכן עליון חסם יש V שאינם תת־מודולים של שרשרת לכל אז

פשוט. מודול V/W כי ומתקיים W $ V

.V של מודול תת W אז .v ע"י הנפרש המודול W יהי .0 6= v ∈ V ניקח .V 6= 0 .2
.V של תת־מנה וזוהי אי־פריקה, מנה W ל יש הקודם מהסעיף ולכן סופית נוצר W

ז'ורדן־הולדר שרשראות 5.3

תתי־מודולים נתונים יהיו אלגברה). של או חבורה (של מודול V יהי

0 = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Km = V

0 = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ln = V

)נסמן
i=0,1,...,n−1
j=0,1,...,m

)
Aij = Li + (Li+1 ∩Kj)(

i=0,1,...,n
j=0,1,...,m−1

)
Bij = Kj + (Kj+1 ∩ Li)

תתי־מודולים של סדרה נקבל .Bnj = Kj+1 דומה ובאופן Aim = Li+1 אז

0 = A00 ⊆ · · · ⊆ A0,m−1 ⊆ A0,m︸ ︷︷ ︸
L1

= A10 ⊆ . . .

⊆ A1,m−1 ⊆ A1,m︸ ︷︷ ︸
L2

= A20 ⊆ · · · ⊆ An−1,m−1 ⊆ An−1,m︸ ︷︷ ︸
Ln

= V

0 = B00 ⊆ · · · ⊆ Bn−1,0 ⊆ Bn,0︸︷︷︸
K1

= B01 ⊆ . . .

⊆ Bn−1,1 ⊆ Bn,1︸︷︷︸
K2

= B02 ⊆ · · · ⊆ Bn−1,m−1 ⊆ Bn,m−1︸ ︷︷ ︸
Km

= V

מודולים של איזומורפיזמים יש 5.13 )למה
i=0,1,...,n−1
j=0,1,...,m−1

)
Ai,j+1/Ai,j ∼= Bi+1,j/Bi,j

שהמנות כך B של אלו לבין A של המנות סדרות בין ועל חד־חד־ערכית התאמה היוצרים
איזומורפיות.
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:j = 0, . . . ,m− 1 ו i = 0, . . . , n− 1 עבור איזומורפיזמים קיום נראה הוכחה:

Li+1 ∩Kj+1

(Li ∩Kj+1) + (Li+1 ∩Kj)

f∼=
Li + (Li+1 ∩Kj+1)

Li + (Li+1 ∩Kj)

=
Ai,j+1

Ai,j

Li+1 ∩Kj+1

(Li ∩Kj+1) + (Li+1 ∩Kj)

g∼=
Kj + (Kj+1 ∩ Li+1)

Kj + (Kj+1 ∩ Li)

=
Bi+1,j

Bi,j

עם כלשהו מודול של תתי־מודולים U,N,M יהיו הבא: באופן מתקבלות gו f כאשר
איזומורפיזם יש אז .N ⊆M

M

M ∩ (U +N)
∼=

U +M

U +N

קיבלנו לכן .M ∩ (U +N) = (M ∩ U) +N אז N ⊆M אם

M

M ∩ (U +N)
=

M

M ∩ U +N
∼=

U +M

U +N

ומתקיים N = Li+1 ∩ Kj ו U = Li ,M = Li+1 ∩ Kj+1 בוחרים f את לקבל כדי
דומה באופן הנדרש. האיזומורפיזם את מקבלים ולכן M ∩ U = Li ∩Kj+1 ו N ⊆ M

.g את מקבלים

שרשראות

V של תתי־מודולים של סדרה היא k באורך שרשרת 5.14 הגדרה

0 = V0 $ V1 $ . . . $ Vk = V

← Vi $ Vi+1 מהצורה תתי־מודולים מספר הוספת ע"י מתקבל זו שרשרת של עידון
k באורך נוספת שרשרת בהנתן המספור. ושינוי Vi $W $ Vi+1

0 = U0 $ U1 $ . . . $ Uk = U

תמורה יש אם שקולות שהשרשראות אומרים

σ : {1, 2, . . . , k − 1} → {1, 2, . . . , k − 1}

ש כך

Vi+1

Vi
∼=

Vσ(i+1)

Vσ(i)

שקולים. עידונים יש שרשראות שתי לכל (ז'ורדן): 5.15 משפט
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.0 מנות היוצרים מודולים ומזריקת מהלמה נובע הוכחה:

שרשרת 5.16 הגדרה

0 = V0 $ V1 $ . . . $ Vk = V

.i לכל פשוט מודול Vi+1/Vi אם כלומר ממנה. שונה עידון לה אין אם רוויה נקראת

5.17 מסקנה

שרשרת (ב) ותהי k באורך רוויה שרשרת 0 = V0 $ V1 $ · · · $ Vk = V (א) תהי .1
ורק אם שוויון וקיים l ≤ k ובפרט ל(א) איזומורפי עידון יש ל(ב) אז .l באורך כלשהי

רוויה. ב' גם אם

ריבויים). (כולל שקילות כדי עד זהה מנות וסדרת זהה אורך רוויות שרשראות זוג לכל .2
.(i = 0, 1, . . . , k − 1) Vi+1/Vi היא (א) של המנות סדרת

של הסופרימום להיות מוגדר l (V ) ואחרת ,l (0) = 0 ע"י מוגדר V מודול של אורך .3
.∞ להיות יכול l (V ) .V ב השרשראות אורכי

האורך הוא l (V ) זה ובמקרה (V = 0 (או רוויה שרשרת קיימת ⇐⇒ l (V ) <∞ .4
רוויה. שרשרת כל של

.U = V אז l (U) = l (V ) <∞ ואם l (U) ≤ l (V ) אז תת־מודול U ⊆ V אם .5

האי־פריקות המנות הן JH (V ) ז'ורדן־הולדר, מנות .6

V1 = V1/V0, V2/V1 . . . Vk/Vk−1 = V/Vk−1

מוגדרת JH (V ) הסדרה .l (V ) < ∞ כאשר מוגדר JH (V ) (א). רוויה בשרשרת
ריבויים. כולל שקילויות, כדי עד יחיד באופן

(או חבורה G כאשר G־מודולים של אוסף {Mi | i ∈ I} ו קבוצה I אם ישרים סכומים
וקטוריים: כמרחבים אז (A ⊕אלגברה

i∈I
Mi =

{
(mi)i∈I | ∀i ∈ I,mi ∈Mi | mi = 0 for all i ∈ I except for a �nite number

}
הפעולה עם מודול Gל והופך

g · (mi)i∈I = (g ·mi)i∈I

של איזומורפיזם יש זה במצב .M I =
⊕

i∈IM נסמן ,i ∈ I לכל Mi = M אם
וקטוריים: מרחבים

HomG

(
M,M I

) ∼=
{

(fi)i∈I | fi ∈ HomG (M,M)
}

האפס. העתקת הן העתקות של סופי למספר פרט ההעתקות כל ימין בצד כאשר
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5.18 מסקנה

.1

dimCHomG

(
M,M I

)
=

{
∞ I or dimCHomG (M,M) are in�nite

|I| · dimCHomG (M,M) otherwise

.f ∈ HomG

(
M,M I

)
כאשר Imf התמונות ע"י נפרש M I .2

.dimCHomG

(
U I , V I

)
= 0 אז אי־פריקים U 6∼= V אם .3

.I = ∅ ⇐⇒ M I = 0 סימון: .4

למחצה פשוטים מודולים 5.4

פשוט תת־מודול Vi ⊆ V כאשר V =
⊕

i∈I Vi אם למחצה פשוט V מודול 5.19 הגדרה
.V = 0 אם או i ∈ I לכל

תת־מודול Vi ⊆ V מתקיים i ∈ I לכל כאשר V =
∑
i∈I Vi ש ונניח מודול V יהי 5.20 למה

V = M ⊕
(⊕

i∈I′ Vi
)
ש כך I ′ ⊆ I תת־קבוצה קיימת M ⊆ V תת־מודול לכל אז פשוט.

מתאים. I ′ ⊆ I עם V =
⊕

i∈I′ Vi נקבל M = 0 לקיחת ע"י ובפרט

ש כך J ⊆ I תת־קבוצות על נסתכל צורן. של בלמה נשתמש הוכחה:

M +
∑
j∈J

Vj = M ⊕

⊕
j∈J

Vj


איבר יש צורן, לפי .(?) זה תנאי מקיים Jים של עולה שרשרת איחוד .J = ∅ למשל,

קיים נכון, לא הדבר אם השלילה: בדרך .V = M ⊕
(⊕

j∈I Vj

)
ש נוכיח .J מקסימלי

בסתירה. ,Jל i את להוסיף וניתן i /∈ J ואז Vi ∩
(
M +

∑
j∈J Vj

)
= {0} ש כך i ∈ I

5.21 מסקנה

למחצה. פשוט V אז למחצה, פשוטים תתי־מודולים של סכום V אם .1

פשוט. Vi ⊆ V כל כאשר V =
∑
i∈I Vi יהי .2

(I ′ ⊆ I (כאשר
⊕

i∈I′ Vi מהצורה למודול איזומורפית V של מנה תת כל (א)

V של מנה ולמודול V של מודול לתת איזומורפית V של מנה תת כל (ב)

מודול תת כל כן, כמו .(V/M ∼=
⊕

i∈I′ Vi (כי למנות נכון א' הלמה, לפי הוכחה:
יהיו מודולים. ולתתי למנות נכון א' ולכן (M ∼= V/

∑
i∈I′ Vi (כי למנה איזומורפי

לתתי־מודולים, א' לפי תת־מנה. U/W ו תתי־מודולים 0 ⊆W ⊆ U ⊆ V
(I ′′ ⊆ I ′ (כאשר U/W ∼=

⊕
i∈I′′ Vi למנות, א' ולפי (I ′ ⊆ I (כאשר U ∼=

⊕
i∈I′ Vi

נכון. א' ולכן

תת־מודול שכל לעיל וראינו לתת־מודול, איזומורפית תת־מנה שכל מראה א' ב': לגבי
למנה. איזומורפי
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שקולים: הבאים התנאים מודול. V יהי 5.22 טענה

למחצה. פשוט V .1

ש כך N ⊆ V תת־מודול יש כלומר ישר, משלים יש M ⊆ V תת־מודול לכל .2
.V = M ⊕N

מהלמה. :2 ⇐= 1 הוכחה:
פשוט. תת־מודול מכיל 0 6= M ⊆ V תת־מודול שכל נראה ראשית :1 ⇐= 2

עם 0 ⊆ W ⊆ U ⊆ M תתי־מודולים יש כלומר פשוטה: תת־מנה Mשל ראינו ובכן,
,W ⊆ U ש מאחר .V = W ⊕K כלומר ,V ב W של ישר משלים K יהי פשוט. U/W

ש נובע

U = W ⊕ (U ∩K)

פשוט. U/W ∼= U ∩K ⊆ U ⊆M ולכן
פשוט L אז .V של הפשוטים המודולים תתי כל של הסכום את L ⊆ V ב נסמן כעת
.L′ 6= 0 עם V = L⊕L′ ישר משלים יש Lל אכן, השלילה. בדרך L = V ש נוכיח למחצה.

סתירה. ־ V של פשוט תת־מודול מכיל L′

פירוק יש אם ורק אם סופי אורך ובעל למחצה פשוט V אז מודול, V יהי סופי אורך
זה ובמקרה פשוט מודול Vi ⊆ V כאשר V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn

l (V ) = n

JH (V ) = {V1, . . . , Vn}

ותהי l (V ) <∞ נניח טריוואלי. אחד כיוון הוכחה:

0 = U0 $ U1 $ . . . $ Uk = V

רוויה. שרשרת
ואז Ui = Ui−1 ⊕ Vi ש כך Vi ⊆ Ui יש ולכן כתת־מודול למחצה פשוט Ui כל אז

V = Uk = Uk−1 ⊕ Vk = Uk−2 ⊕ Vk−1 ⊕ Vk = . . .

= V1 ⊕ · · · ⊕ Vk

איזוטופיים מרכיבים 5.5

איזוטופי מודול נקרא קבוצה I כאשר U Iל איזומורפי מודול פשוט. מודול U יהי 5.23 הגדרה
.(U (מטיפוס

((ρ, Vρ) להצגה (המתאים Vρ פשוט מודול ולכל מודול, V יהי איזוטופי): (מרכיב 5.24 הגדרה
נסמן:

V ρ =
∑

Vρ∼=M⊆V

M =
∑

f∈HomG(Vρ,V )

Imf
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תכונות

V ρ ∼= V Iρ ש כך I קבוצה קיימת .1

f (V ρ) ⊆W ρ אז הומומורפיזם f : V →W אם .2

ולכן V ρ =
∑
Vi∼=Vρ Vi =

⊕
Vi∼=Vρ Vi אז ,V =

⊕
i∈I Viו למחצה פשוט V אם .3

פשוטים. מודולים של נציגים קבוצת Ω כאשר V ∼=
⊕

ρ∈Ω V
ρ

אז למחצה. פשוטים W ו V כאשר מודולים של הומומורפיזם f : V →W יהי .4

f (V ρ) = W ρ ∩ Imf

מ2. נובע :⊆ הוכחה:

מ נובע :⊇

f (V ) = f

∑
ρ∈Ω

V ρ

 =
∑
ρ∈Ω

f (V ρ)

f (V ρ) ⊆ W ρ

מ ובנוסף

W =
⊕
ρ∈Ω

W ρ

ρ0 = ρ כי נניח .xi ∈ f (V ρi) כאשר x =
∑n
i=0 xi אז x ∈ W ρ ∩ Imf אם אכן,

ש נובע
∑n
i=0 xi ∈ W ρ מתוך ולכן (i (לכל xi ∈ W ρi אז .i 6= 0 =⇒ ρi 6≈ ρ0 ו

.x = x0 ∈ f (V ρ0) = f (V ρ) כלומר ,i > 0 לכל xi = 0

.V ρ = W ρ ∩ V אז תת־מודול, V ⊆ W ו למחצה פשוט W אם בפרט 5.25 הערה
(V ↪→W הכלה = f עם (נובע

(ביקומוטנט) יעקובסון של הצפיפות משפט 5.6

מודול Aל הופך M אז יחידה). (עם A אלגברה של הצגה (π,M) תהי

(x ∈M,a ∈ A) a · x = (π (a)) (x)

הקומוטנט: את מסמנים

C (A) = HomA (M,M)

= {ϕ : M →M | ϕ (ax) = aϕ (x) [∀ (x ∈M,a ∈ A)]}

מעל מודול גם M ו לינאריות, טרנספורמציות של תת־אלגברה C (A) ⊆ EndC (M) אז
ביקומוטנט: יש לכן .C (A)

C (C (A)) = {f : M →M | f is a linear transformation | f commutes with C (A)}

.π (A) ⊆ C (C (A)) ש וברור
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יש x ∈ M ו ϕ ∈ C (C (A)) לכל אז למחצה. פשוט A־מודול הוא Mש נניח 5.26 למה
.ϕ (x) = a · x ש כך a ∈ A

ישר משלים יש לכן תת־מודול. Ax ⊆M כעת .ϕ (x) ⊆ Ax ש להוכיח צריך הוכחה:

M = Ax⊕N

תת־מודול) N ⊆M )
אז .ImP = Ax ,KerP = N :N לאורך Ax על ההטלה P : M → M תהי
עם מתחלפת ϕ ∈ C (C (A)) לכן .HomA (M,M) = C (A) אבל ,P ∈ HomA (M,M)

ומתקיים x ∈ Ax ו P

ϕx = ϕPx = Pϕx ∈ Imϕ = Ax

לכל אז למחצה. פשוט A־מודול הוא כי M ונניח יחידה עם אלגברה A תהי 5.27 משפט
ש כך a ∈ A קיים x1, . . . , xn ∈M ולכל ϕ ∈ C (C (A))

(i = 1, . . . , n) a · xi = ϕ (xi)

למחצה: פשוט והוא A־מודול הוא Mn .n = 1 עבור בלמה זאת הוכחנו הוכחה:

Mn = (M, 0, . . . , 0)⊕ · · · ⊕ (0, 0, . . . ,M)

אז

t1...
tn

 ∈Mn אם אלכסוני: באופן פועלת A זה לפירוק ביחס כעת,

a

t1...
tn

 =

at1...
atn

 =

a 0
. . .

0 a


t1...
tn



המקיימות (γij ∈ Hom (M,M))

γ11 . . . γ1n

...
. . .

...
γn1 . . . γnn

 מטריצות ע"י מתואר CMn (A) ולכן

γ11 . . . γ1n

...
. . .

...
γn1 . . . γnn


a 0

. . .

0 a

 =

a 0
. . .

0 a


γ11 . . . γ1n

...
. . .

...
γn1 . . . γnn


.γij ∈ CM (A)

γ11 . . . γ1n

...
. . .

...
γn1 . . . γnn

 מטריצה ע"י מתואר CMn (A) ומכאן
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(כי ϕ ∈ CM (CM (A)) עם fϕ =

ϕ 0
. . .

0 ϕ

 ע"י נתון CMn (CMn (A)) לכן

.(Eij =



0 0
...

0 1 0 . . . 0
...
0 0

 מהצורה מטריצות עם מתחלפים איבריו

כלומר ,ax = fϕ (x) עם a ∈ A קיים ,n = 1 המקרה לפי .x =

x1

...
xn

 נסמן

ax1

...
axn

 = a · x = fϕ (x) =

ϕ (x1)
...

ϕ (xn)



שמאל באגף (הכוונה A = C (C (A)) אז dimCM <∞ אם סימונים, באותם 5.28 מסקנה
(M על A לפעולת

ולפי הבסיס, על פעולתו ע"י מתואר C (C (A))ב איבר כל ואז Mל בסיס לוקחים הוכחה:
.C (C (A))ב האיבר כמו הבסיס איברי את המזיז a ∈ A קיים המשפט

Hom טנזוריות, מכפלות דואליות, הצגות 5.7

(כאשר f (v) = 〈f, v〉 גם נסמן .V ∗ = V ′ = HomC (V,C) נסמן וקטורי. מרחב V יהי
.(v ∈ V ו f ∈ V ′

ע"י לG־מודול הופך V ′ אז G־מודול, הוא V אם

〈gf, v〉 =
〈
f, g−1v

〉
כלומר

(gf) (v) = f
(
g−1v

)
מתקיים

〈(g1g2) f, v〉 =
〈
f, (g1g2)

−1
v
〉

=
〈
f, g−1

2

(
g−1

1 v
)〉

=
〈
g2f, g

−1
1 v

〉
= 〈g1 (g2f) , v〉
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ע"י t : V ↪→ V ′′ וקטוריים מרחבים של שיכון יש 5.29 הערה

(f ∈ V ′, v ∈ V ) (tv) (f) = f (v)

U1 ⊗ U2 = U1 ⊗C U2 אז (A1, A2 אלגבראות מעל (או G1, G2 מעל מודולים U1, U2 אם
ע"י (A1 ⊗A2 (או G1 ×G2 מעל מודול

(g1, g2) (u1 ⊗ u2) = (g1u1)⊗ (g2u2)

הומומורפיזם ∆ .g 7→ (g, g) האלכסון ההעתקת את ∆ : G→ G×G ב נסמן 5.30 הערה
עם לG־מודול הופך U1 ⊗ U2 אז G־מודולים הם U1, U2 אם ולכן

g (u1 ⊗ u2) = ∆ (g) (u1 ⊗ u2) = (gu1)⊗ (gu2)

U1 ⊗U2 אז תתי־חבורות H1 ⊆ G1 ,H2 ⊆ G2ו מודולים G1, G2 הם U1, U2 אם תכונה
ומתקיים מודול G1 ×G2 הוא

(U1 ⊗ U2)
H1×H2 = UH1

1 ⊗ UH2
2 ⊆ U1 ⊗ U2

על נסתכל תתי־מרחב, V1 ⊆ V ,W1 ⊆ W ו וקטוריים מרחבים V,W אם 5.31 הערה
החד־חד־ערכית ההעתקה

V1 ⊗W1 → V ⊗W
α⊗ β 7→ α⊗ β

כהכלה.

מיידי. :⊇ הוכחה:
β1, . . . , βn ו בת"ל α1, . . . , αn נקח .x =

∑n
i=1 αi ⊗ βi ∈ (V1 ⊗ V2)

H1×H2 יהי :⊆
נקבל h1 ∈ H1 לכל בת"ל.

n∑
i=1

(h1αi)⊗ βi = (h1, 1G2
)

n∑
i=1

αi ⊗ βi

= (h1, 1G2)︸ ︷︷ ︸
∈H1×H2

x = x

=

n∑
i=1

αi ⊗ βi

αi ∈ UH1
1 לכן .(h1 ∈ H1 ולכל i (לכל h1 · αi = αi כי נקבל בת"ל, β1, . . . , βn ש מאחר

.(i (לכל βi ∈ UH2
2 מקבלים דומה ובאופן (i (לכל
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נקח הצגה), (χ,C) (כלומר G של כרקטר χ ו G של הצגה (π, V ) אם לכרקטרים סימונים
C⊗ V = V טנזורית כמכפלה

B : (z, v) 7→ zv

ע"י נתונה (χ⊗ π,C⊗ V ) = (χ⊗ π, V ) ההצגה אז

((χ⊗ π) g) (v) = ((χ⊗ π) g) (1⊗ v)

= χ (g) 1C ⊗ π (g) v

= χ (g)π (g) v

.χπ = χ⊗ π ≈ π ⊗ χ = πχ מסמנים לכן

אלגבריות תכונות

V1 ⊗ V2
∼= V2 ⊗ V1

(V1 ⊕W1)⊗ V2 = (V1 ⊗ V2)⊕ (W1 ⊗ V2)

ולמודולים) וקטוריים (למרחבים

חד־חד־ערכי: הומומורפיזם יש וקטוריים מרחבים V1, V2 עבור ראשית Hom

η : V ′1 ⊗ V2 → HomC (V1, V2)

(ϕ⊗ v2) 7→ [v1 7→ ϕ (v1) v2]

{v2,i} ו Kerη 3 α =
∑

�nite ϕi ⊗ v2,i ∈ V ′1 ⊗ V2 נניח הוכחה: חד־חד־ערכיות: נוכיח
מתקיים בת"ל.

η (α) (v1) =
∑
�nite

ϕi (v1) v2,i = 0

⇐= ϕi ≡ 0 לכן .v1 ולכל i ולכל ϕi (v1) = 0 כי נקבל {v2,i} מאי־תלות .v1 ∈ V1 לכל
.α = 0

מימדים חישוב (לפי איזומורפיזם. η אז dimC V1 <∞ או dimC V2 <∞ אם 5.32 הערה
(V2 = C או V1 = C למקרים ומעבר פירוק או

G1־ ×G2ל הופך HomC (V1, V2) אז G2־מודול. הוא V2 ו G1־מודול הוא V1ש נניח כעת
ע"י מודול

(g1, g2)ϕ (v1) = g2ϕ
(
g−1

1 v1

)
(gi ∈ Gi, v1 ∈ V1)

או

〈(g1, g2)ϕ, v1〉 = g2

〈
ϕ, g−1

1 v1

〉
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ו v2 ∈ V2ו gi ∈ Gi עבור הוכחה: מודולים. G1 × G2 של מורפיזם η זה במצב תכונה
נקבל ϕ ∈ V ′1

(∀v1 ∈ V1) η ((g1, g2) (ϕ⊗ v2)) (v1) = η (g1ϕ⊗ g2v2) (v1)

= (g1ϕ) (v1) · (g2v2)

= ϕ
(
g−1

1 v1

)
(g2v2)

שני מצד

(η (ϕ⊗ v2)) (v1) = ϕ (v1) v2

ולכן

[(g1, g2) (η (ϕ⊗ v2))] (v1) = [g2 (η (ϕ⊗ v2))]
(
g−1

1 v1

)
= g2

(
ϕ
(
g−1

1 v1

)
v2

)
= ϕ

(
g−1

1 v1

)
(g2v2)

הופך HomC (V1, V2) אז G־מודולים, הם V1, V2 אם ,∆ : G → G × G בעזרת
ע"י לG־מודול

(gϕ) (v1) = g
(
ϕ
(
g−1v1

))
זה ובמקרה

HomC (V1, V2)
G

= HomG (V1, V2)

ומסקנות שור של הלמה 5.8

HomG (M,M) = אז .dimCM < ∞ עם אי־פריק G־מודול M יהי שור של הלמה
לא ϕ − λ · idM אז עצמי, ערך λ ∈ C יהי .ϕ ∈ HomG (M,M) יהי הוכחה: .C · idM

.ϕ = λ · idM ⇐⇒ (M (מאי־פריקות ϕ− λ · idM = 0 לכן הפיך.

חבורה של סופי מימד ובעלות אי־פריקות הצגות שתי (ρ, Vρ)ו (π, Vπ) תהיינה שקול ניסוח
.dimCHomG (π, ρ) = 0 אז π 6∼= ρ ואם ,dimCHomG (π, ρ) = 1 אז π ∼= ρ אם .G

יחידה. עם אלגבראות של סופי ממימד להצגות מקביל משפט יש 5.33 הערה

ש כך (G חבורה (או A אלגברה של אי־פריקה הצגה (π, V ) תהי ברנסייד משפט
לינארית T : M → M לכל חבורה: של (במקרה π (A) = EndCM אז .dimC V < ∞
של להצגה מעבר ע"י נובע ־ zi ∈ Cו gi ∈ G כאשר T =

∑
�nite ziπ (gi) תיאור יש

שור, לפי .π (A) = C (C (π (A))) הצפיפות משפט לפי הוכחה: (A = C [G] האלגברה
.C (C (π (A))) = EndCM לכן .C (π (A)) = C · idM
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טנזוריות מכפלות על

עם G1, G2 חבורות מעל פשוטים מודולים שני M,N יהיו 5.34 משפט
פשוט. מודול G1 ×G2 הוא M ⊗N אז ,dimCM,dimCN <∞

נסמן מודול. G1×G2כ M ⊗N את יוצר M ⊗N 3 x 6= 0 איבר שכל להוכיח די הוכחה:

0 6= x =

n∑
i=1

αi ⊗ βi

ו S : N → N תהיינה כלשהם. איברים m ∈ M ,n ∈ N יהיו בת"ל. והβים שהαים כך
ש כך לינאריות העתקות T : M →M

Tα1 = m Tα2 = Tα3 = · · · = Tαn = 0

Tβ1 = n Sβ2 = Sβ3 = · · · = Sβn = 0

.(T ⊗ S) (x) = m⊗ n אז
תיאורים יש ברנסייד משפט לפי

Ty =
∑
j

zjg1,jy

Sz =
∑
h

z′hg2,jz

.z ∈ N ו y ∈M לכל (zj , z′h ∈ C ,g1,j ∈ G1, g2,h ∈ G2)
מכאן

m⊗ n = (T ⊗ S)x

=
∑
j,h

zjz
′
h (g1,j ⊗ g2,h)x

.x ע"י הנפרש M ⊗N של G1־תת־מודול ×G2 ב נמצא ימין ואגף

פריק. M ⊗N אז פריק, מהם ואחד M,N 6= 0 אם 5.35 הערה

ביחס פשוטים מודולים M,N אם לאלגבראות: ניסוח יש הוכחה, אותה עם 5.36 הערה
פשוט. A1־מודול ⊗A2 הוא M ⊗N אז ,A1, A2 יחידה עם לאלגברה

העתקה קיבלנו 5.37 מסקנה

{Simple �nite dimensional A1-modules} ×
{Simple �nite dimensional A2-modules} → {Simple �nite dimensional A1 ⊗A2-modules}

(M,N) 7→ M ⊗N

שקילות. כדי עד הן בקבוצות המודולים כאשר

ועל. חד־חד־ערכית זו העתקה 5.38 משפט

הוכחה:
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של בסיס y1, . . . , yn יהיו שקילות. כדי עד M את קובע M ⊗N נראה חד־חד־ערכיות:
וקטוריים: מרחבים של פירוק יש אז .C מעל N

M ⊗N =

n⊕
i=1

M ⊗ yi

עם A1־מודול הוא M ⊗N 5.39 הערה

a1 (m⊗ n) = (a1 ⊗ 1) (m⊗ n)

= a1m⊗ n

המרכיב כלומר, .M ⊗N ∼= Mn כA1־מודולים לכן M ∼= M ⊗ yi מתקיים מודולים A1כ
.0 הם האיזוטופיים המרכיבים שאר ולכן Mn הוא כA1־מודול M ⊗N של איזוטופי Mה

יחיד. באופן נקבע M לכן

(ע"י A1־מודול גם L ראשית, .dimC L < ∞ עם A1 ⊗ A2 מעל פשוט מודול L יהי על:
.M פשוט A1־מודול תת Lל יש ,dimC L <∞ ו מאחר .(a1 7→ a1 ⊗ 1

L על פועלים A2 איברי אבל מ0. שונה M מטיפוס L של LM האיזוטופי המרכיב אז
טריוואלית בצורה עליו פועלים A2 איברי A1־פשוט, M ו מאחר .HomA1

(L,L) ב כאיברים
,Mל האיזומורפי לA1־תת־מודול M את מעבירים A2 איברי ולכן איזומורפית, בצורה או
ולכן מודול A1 ⊗ A2תת־ הוא 0 6= LM ⊆ L לכן, .A2 פעולת ע"י גם נשמר LM ולכן
A2־תת־מודול יש דומה, באופן מודולים). A1כ) L = LM ∼= Mn1 פשוט) מודול Lו (מאחר

מודולים). A2כ) L = LN ∼= Nn2 ש כך N פשוט
איזומורפיזם הוא (ואז מאפס שונה M ⊗N → L הומומורפיזם A1 ⊗A2 שקיים נראה
הומומורפיזם A1 ⊗ A2 ו V2 מודול A2ו V1 מודול A1 קיימים ראשית פשוט). M ⊗N כי
מודול A1) V1 = A1 נקח .0 6= l ∈ L איבר כל נקח למשל, .0 6= ϕ : V1 ⊗ V2 → L

ונקח מימין) מודול A2) V2 = A2 משמאל),

A1 ⊗A2 −→ L

a1 ⊗ a2 7→ (a1 ⊗ a2) l

V1 = A1v1 ,V2 = A2v2 אחד איבר ע"י נוצרים ציקליים V1, V2 לקחת שניתן מראה זו דוגמה
.l = ϕ (v1 ⊗ v2) 6= 0 ו

הומומורפיזם וזהו x 7→ ϕ (x⊗ v2) ע"י f : V1 → L לינארית טרנספורמציה יש כעת
A1־מודול תת (v1 /∈ K1 כי ממש (שונה K1 $ V1 אז .K1 = Kerf נסמן A1־מודולים. של

ומתקיים

ϕ (K1 ⊗ V2) = ϕ (K1 ⊗ (A2v2))

= (1A1 ⊗A2)ϕ (K1 ⊗ v2)

= 0

פקטוריזציה יש ϕל גם ולכן

V1 ⊗ V2 → (V1/K1)⊗ V2 → L
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חד־חד־ערכית. fש מראש להניח אפשר ולכן
גם y 7→ ϕ (v1 ⊗ y) ע"י המוגדרת g : V2 → L ש מראש להניח אפשר צורה באותה

A2־מודולים. של הומומורפיזם gו חד־חד־ערכית
(איזומורפיזם Mn1 ∼= L של לתת־A1־מודול איזומורפי כA1־מודול V1ש היא המסקנה

מודולים). A1 של
.(k2 < ∞) כA2־מודולים V2

∼= Nk2 ו (k1 < ∞) כA1־מודולים V1
∼= Mk1 לכן

הראינו

HomA1⊗A2

(
Mk1 ⊗Nk2 , L

)
6= 0

ולכן

HomA1⊗A2
(M ⊗N,L) 6= 0

איזומורפיים. ולכן אי־פריקים, Lו M ⊗N

סופי מאינדקס חבורות תתי

H־מודול הוא V אם .(G : H) <∞ עם תת־חבורה H ≤ G ו G־מודול V יהי 5.40 טענה
למחצה. פשוט G־מודול הוא V אז למחצה, פשוט

(משפט למחצה פשוט V ש נובע .H = 1 נקח סופית, G אם פרטי): (מקרה 5.41 הערה
משקה).

בעזרת G־שמור. תת־מרחב U ⊆ V יהי לקוסטים. פירוק G =
⋃
· ni=1giH יהי הוכחה:

נסמן מורפיזם. H שהינה ,U על P : V → V הטלה נקבל H־שמור, משלים

Q =
1

(G : H)

∑
i

giPg
−1
i

Q תכונות

.Qu = u ולכן giPg
−1
i u = u ולכן Pg−1

i u = g−1
i u ולכן g−1

i u ∈ U אז u ∈ U אם .1

הוא Qש נראה .U של הטלה גם Q לכן .Im (giP ) = giU = U כי ImQ ⊆ U .2
תמורה j כאשר ,σ−1gi = gj(i)hi ש כך hi ∈ H יש i לכל .σ ∈ G יהי G־מורפיזם:
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ולבסוף g−1
i σ = h−1

i g−1
j(i) כלומר .{1, . . . , n} של

Qσ =
1

(G : H)

∑
i

giPg
−1
i σ

=
1

(G : H)

∑
i

giPh
−1
i g−1

j(i)

=
1

(G : H)

∑
i

gih
−1
i Pg−1

j(i)

=
1

(G : H)

∑
i

σgj(i)Pg
−1
j(i)

= σ
1

(G : H)

∑
i

gj(i)Pg
−1
j(i)

= σQ

כנדרש. G־שמור, משלים תת־מרחב הוא Q של הגרעין

הוא V אם .(G : H) < ∞ עם נורמלית תת־חבורה H / G G־מודול, V יהי 5.42 טענה
.(G : H) ≥ באורך למחצה פשוט H הוא V אז אי־פריק G־מודול

למחצה. H־פשוט הוא אז למחצה G־פשוט הוא V אם 5.43 מסקנה

כי H־מודול: לתת U ⊆ V H־מודול תת שולח g ∈ G שכל לב נשים ראשית הוכחה:

H (gU) = gHU = gU

קוסטים נסמן כעת

n = (G : H) G =

n⋃
·
i=1

siH =

n⋃
·
i=1

Hsi

אי־פריק V ו מאחר אז .0 6= v ∈ V יהי אכן, כH־מודול: סופית נוצר V ש מתקיים

V = spanC {gv | g ∈ G}

=

n∑
i=1

spanC {hsiv | h ∈ H}

תת־H־מודול V ל יש כH־מודול, סופית נוצר V ש מאחר .{siv} ע"י כH־מודול נוצר V ולכן
תת־H־מודול הוא Ui $ V כל אז .(i = 1, . . . , n) Ui = siU נסמן .U $ V מקסימלי

מקסימלי.
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למחצה פשוט מודול H הוא W =
⊕n

i=1 V/Ui ו פשוט H־מודול הוא V/Ui כל לכן
אכן: .

⋂n
i=1 Ui = 0 ש לב נשים .n באורך

n⋂
i=1

Ui =

n⋂
i=1

siU

=

n⋂
i=1

⋂
h∈H

sihU

=
⋂
g∈G

gU

חד־חד־ H־מורפיזם נקבל לבסוף .U1 $ V כי V מ ושונה תת־G־מודול הוא
⋂n
i=1 Ui לכן

ערכי

π : V →
n⊕
i=1

V/Ui

H הוא V מתקיים: V G־מודול לכל אז .(G : H) < ∞ עם H ⊆ G תהי 5.44 מסקנה
למחצה. פשוט G הוא V ⇐⇒ למחצה פשוט

למחצה. פשוט G הוא V ⇐= למחצה פשוט H הוא V ולכן סופי מאינדקס H הוכחה:
Γ . G ש כך Γ ≤ H יש לכן סופי מאינדקס H למחצה. G־פשוט הוא V כי נניח
(מאחר הקודם מהמשפט אבל למחצה Γ־פשוט הוא G מהמשפט, סופי. מאינדקס Γו

למחצה. H־פשוט הוא V כי גם נובע ((H : Γ) ו∞>

מניה בן מימד בעלות יחידה עם אלגבראות

.1

.J = ∅ או |J | = ℵ0 או סופית J אם מניה בת J קבוצה •
מניה. בת קבוצה איננו C •

צורן. לפי בסיס יש וקטורי מרחב לכל •

פורשת V ב {v1, v2, . . . } סדרה לו יש אם בן־מניה ממימד נקרא V וקטורי מרחב .2
ריקה). או אינסופית או (סופית

בת"ל, שהיא {uj | j ∈ J} ⊆ V ב (סדורה) תת־קבוצה כל אז מניה בן V אם תכונה
נסמן לעיל, בסימונים הוכחה: מניה. בת Jש מקיימת

(n = 1, 2, . . . ) Jn = {j ∈ J | uj ∈ span {v1, . . . , vn}}

מניה. בת J ולכן J =
⋃
n Jn ,|Jn| ≤ n אז
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5.45 מסקנה

מניה. בן בסיס לו יש אם ורק אם בן־מניה וקטורי מרחב V .1

בסיס (לוקחים בן־מניה גם U ⊆ V תת־מרחב כל אז בן־מניה וקטורי מרחב V אם .2
בת"ל). והוא Uל

M ו אלגברה A ואם ,0 6= יחידה עם היא אלגברה כל בהמשך, מניה בן ממימד אלגברה
.(v ∈M (לכל 1Av = v ש נניח גם A־מודול, הוא

נסמן ,a ∈ Aו פולינום, p (x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 ∈ C [x] אם

p (a) = cna
n + · · ·+ c1a+ c01A = 0

נתון). a ∈ A (לכל אלגבראות של הומומורפיזם p 7→ p (a) ע"י C [x]→ A ש ברור

משמאל הפיך a− z · 1A ש מקיים a ∈ A אם בן־מניה. ממימד אלגברה A תהי 5.46 למה
.ak = 0 ש כך k ≥ 1 קיים כלומר נילפוטנטי, a אז ,0 6= z ∈ C לכל

קיימים לכן לינארית. תלויה

(a− z · 1A)
−1︸ ︷︷ ︸

left inverse

| 0 6= z ∈ C

 הסדורה הקבוצה הוכחה:

ש כך 0 6= cj ∈ C ו 0 6= zj ∈ C
n∑
j=1

cj (a− zj · 1A)
−1

= 0

פולינום נסמן

p (x) =

n∑
j=1

cj (x− z1) · · · · · ̂(x− zj) · · · · · (x− zn)

נובע מימין (a− z1 · 1A) · · · · ·(a− zn · 1A) ב
∑n
j=1 cj (a− zj · 1A)

−1
= 0 הכפלת ע"י
.p (a) = 0 ש

נפרק .p (z1) =
∏n
j=2 (z1 − zj) 6= 0 למשל כי p 6= 0 כן, כמו הוכחה:

p (x) = c

(
l∏
i=1

(x− λi)

)
xk

אז .0 6= λi ∈ C ,C 3 c 6= 0 עם

p (a) = c

(
l∏
i=1

(a− λi · 1A)

)
ak = 0

לבסוף .ak = 0 כי נקבל c−1 (a− χl1A)
−1 · · · · · (a− χ11A)

−1 ב משמאל הכפלה ע"י
סתירה. .a0 = 1A = 0 נקבל אחרת כי ,k ≥ 1
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מניה. בת אלגברה A תהי 5.47 מסקנה

הפיך. אינו a− z · 1A ש כך z ∈ C קיים a ∈ A לכל .1

הפיך. אינו a− 0 · 1A = a ואז ak = ש0 כך k ≥ 1 שיש נובע אחרת הוכחה:

אז הפיך, a כי מתקיים 0 6= a ∈ Aל כלומר חילוק, עם אלגברה Aש נתון בנוסף אם .2
.dimCA = 1 ובפרט אלגבראות) של (איזומורפיזם A ∼= C ואז ,A = C · 1A

.a− z · 1A = 0 ואז הפיך, אינו a− z · 1A ש כך z ∈ C נקח a ∈ A לכל הוכחה:

יחידה) עם אלגברה A) פשוט A־מודול V יהי שור של הלמה

5.48 הערה

אנדומורפיזם לכל לכן פשוט V (כי חילוק. עם אלגברה EndAV = HomA (V, V ) .1
אפס) או המרחב כל שהוא גרעין יש

(V = Av מתקיים 0 6= v ∈ V לכל (כי בן־מניה. ממימד V אז בן־מניה ממימד A אם .2

אז בן־מניה. וקטורי מרחב V ש ונניח A אלגברה מעל פשוט מודול V יהי שור של למה
.0 6= v ∈ V יהי הוכחה: .ϕ = z · idV ש כך z ∈ C יש ϕ ∈ HomA (V, V ) לכל
(כי ϕ (v) הערך ע"י יחיד אופן נקבע ϕ ∈ HomA (V, V ) שכל נובע ,V = Av ש מאחר

הלינארית הטרנספורמציה לכן .(ϕ (
∑
aiv) =

∑
aiϕ (v)

HomA (V, V ) → V

ϕ 7→ ϕ (v)

בן־מנייה מימד בעלת ההערה) (לפי חילוק עם אלגברה HomA (V, V ) לכן חד־חד־ערכית.
לכן .(V של מרחב לתת HomA (V, V ו( מנייה, בן ממימד V כי ההערה (לפי

.HomA (V, V ) = C · idV ולכן ,dimCHomA (V, V ) = 1

5.49 מסקנה

שכל נובע הצפיפות ממשפט ולכן (?) C (C (A)) = EndCV נובע תנאים באותם .1
ש כך a ∈ A יש v1, . . . , vn ∈ V ולכל T : V → V לינארית טרנספורמציה

.(i = 1, . . . , n) avi = T (vi)

מרחב Uש ונניח A,B אלגבראות מעל פשוטים מודולים U, V יהיו טנזוריות: מכפלות .2
.A⊗B מעל פשוט מודול U ⊗ V אז בן־מניה. וקטורי

u1, . . . , un ש להניח אפשר כלשהו. 0 6= w =
∑
ui ⊗ vi ∈ U ⊗ V יהי הוכחה:

b ∈ B יש ,v1 6= ו0 פשוט V ש מאחר כלשהם. v ∈ V ו u ∈ U יהיו .v1 6= 0 ו בת"ל
.(V = Bv1 (כי bv1 = v ש כך

ש כך לינארית טרנספורמציה T : V → V תהי

T (u1) = u

T (u2) = . . . = T (un) = 0
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.a · u2 = · · · = a · un = 0 ,a · u1 = u1 עם a ∈ A שקיים נובע הצפיפות ממשפט
ואז

(a⊗ b)w = (a⊗ b)
(∑

ui ⊗ vi
)

=
(∑

aui ⊗ bvi
)

= u⊗ v

.0 6= w ∈ U ⊗ V לכל (A⊗B)w = U ⊗ V ש הראנו מכאן

שלמות

(π, V ) הצגה קיימת נילפוטנטי שאינו a ∈ A לכל אז בת־מניה. אלגברה A תהי 5.50 טענה
.π (a) 6= 0 ש כך אי־פריקה,

A (a− z · 1A) לכן משמאל. הפיך אינו a−z ·1A ש כך 0 6= z ∈ C קיים הלמה לפי הוכחה:
.1 את מכיל שאינו A של משמאל אידאל

לתכונות: ביחס מקסימלי משמאל I ⊆ A אידאל שקיים מסיקים צורן של הלמה בעזרת
.1A /∈ I ,A (a− z · 1A) ⊆ I

A־מודול N ו משמאל A־מודול הוא N אז .N = A/I נסמן .a − z · 1A ∈ I בפרט
למקסימליות) סתירה הייתה (אחרת פשוט.

:πב N על A של ההצגה את נסמן .(1A /∈ I (כי 1A + I 6= 0N מתקיים Nב

(x ∈ A,α ∈ A) π (α) (x+ I) = α · x+ I

אז

π (a) (1A + I) = a+ I

︸︷︷︸
a−z·1A∈I

= z · 1A + I

︸︷︷︸
multiplication in N

= z (1A + I) 6= 0

בסתירה. ,1A + I = 0 כי נקבל ומכאן z (1A + I) = 0 אחרת כי z (1A + I) 6= 0 כאשר
כנדרש. ,π (a) 6= 0 מכאן

אלגבראות של סופיות הצגות של כרקטרים

עם אי־פריקות הצגות {(πi, Vπi)}
n
i=1 יחידה, עם אלגברה A תהי ברנסייד של הכללה
אז .i 6= j ל πi 6≈ πj כי נניח .(i (לכל dimC Vi <∞

{(π1 (a) , . . . , πn (a)) | a ∈ A} = EndCVπ1 × · · · × EndCVπn

ההצגה על נסתכל הוכחה:

(π, V ) =

n⊕
i=1

(πi, Vπi)
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מטריציוני תיאור נקבל V =
⊕n

i=1 Vπi בפירוק למחצה. פשוטה זו הצגה

(a ∈ A) π (a) =

π1 (a) 0
. . .

0 πn (a)


.C = (Cij)

n
i,j=1 ∈ C (π (A)) תהי .π (A) = C (C (A)) מימדיות) (וסוף הצפיפות ממשפט

πi (a)Cij = מקיימים Cij ∈ HomC
(
Vπj , Vπi

)
ש נובע π (a) כל עם מתחלפת Cש מאחר

אינן ההצגות (כי i 6= jל Cij = 0 ולכן ,Cij ∈ HomA

(
Vπj , Vπi

)
כלומר ,Cijπj (a)

כלומר .Cii = λiIVπi עם λi ∈ C וקיים שקולות)

C =

λ1I 0
. . .

0 λnI


ולכן

π (A) = C (C (A)) =

EndCVπ1
0

. . .

0 EndCVπn


כנ"ל) האלכסוניות המטריצות כל עם שמתחלפים האיברים בדיוק אלו (כי

אז .dimC V < ∞ עם A אלגברה של הצגה (π, V ) תהי אלגברה של הצגה של כרקטר
כרקטר פונקציית מוגדרת

trπ : A → C
a 7→ tr (π (a))

לינארית. והיא

πi 6≈ πj ש כך סופי, ממימד A של אי־פריקות הצגות {(πi, Vπi)}
n
i=1 אם 5.51 טענה

בת"ל. {trπi : A→ C}ni=1 הכרקטר פונקציות אז i 6= jל

πi (a) = עם a ∈ A יש כלשהו. 1 ≤ i0 ≤ n יהי .
∑n
i=1 citrπi = 0 תלות תהי הוכחה:

ואז

{
0 i 6= i0

idVπi i = i0

0 =

n∑
i=1

citrπi (a) = ci0 · tr
(
idVπi0

(a)
)

= ci0 · dimC Vπi0

.ci0 = 0 ולכן
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G ומרחבי מנות טופולוגיות, חבורות 6

טופולוגי מרחב של ומבנה חבורה של מבנה עם G קבוצה היא טופולוגית חבורה 6.1 הגדרה
והכפל ההופכי שפונקציית כך האוסדורף

inv : G→ G g 7→ g−1

· : G×G→ G (x, y) 7→ x · y

רציפות.
הומומורפיזם גם שהיא רציפה פונקציה הוא טופולוגיות חבורות של f : G1 → G2 מורפיזם

חבורות. של
איזומורפיות. G2ו G1ש ואומרים איזומורפיזם, f ו מורפיזם f−1 גם אז הומיאומורפיזם f אם

(או G־מרחב הוא X האוסדורף. טופולוגי מרחב X טופולוגית. חבורה G תהי 6.2 הגדרה
רציפה: פונקציה קיימת אם ("X על פועלת G"

G×X → X

(g, x) 7→ gx

(x ∈ X ו g1, g2 ∈ G (כאשר .g1 (g2x) = (g1g2)x ,1G · x = x ש כך
f (gx) = gf (x) ש כך f : X → Y רציפה פונקציה הוא G מרחבי של G־מורפיזם
X,Y ו G־מורפיזם גם f−1 : Y → X אז הומיאומורפיזם, f אם .(g ∈ G ,x ∈ X)

איזומורפיים.

הפונקציה g ∈ G לכל אז G־מרחב הוא X אם 6.3 הערה

(g·) : X → X

x 7→ gx

.
(
g−1·

)
הופכית עם X של הומיאומורפיזם

.g ∈ G ויהי טופולוגית חבורה G תהי דוגמאות

משמאל הזזות .1

λ (g) : G → G

x 7→ gx

מימין הזזות .2

ρ (g) : G → G

x 7→ xg−1
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הצמדות .3

cg : G → G

x 7→ gxg−1

נגדיר g1, g2 ∈ G×G לכל .4

G → G

x 7→ g1xg
−1
2

מרחב. G×G הופך G ואז

הוא x של המסלול x ∈ X לכל .Gמרחב־ X יהי ומייצבים מסלולים

Gx = Orb (x) = {gx | g ∈ G} ⊆ X

ומהווה המסלולים את שומר g· : X → X ,g ∈ G לכל המסלולים, כל של זר איחוד הוא X
מסלול. כל של הומיאומורפיזם

.gx1 = x2 ש כך g ∈ G קיים ⇐⇒ מסלול באותו x1, x2 :x1, x2 ∈ X עבור

פתוחה. קבוצה מכיל הוא ⇐⇒ פתוח הוא מסלול 6.4 הערה

פועלת Gש ואומרים G־הומוגני מרחב Xש אומרים יחיד, מסלול יש אם (מינוח): 6.5 הגדרה
.X על טרנזיטיבית

המושרית). הטופולוגיה (עם הומוגני Gלמרחב־ הופך מסלול כל בפרט,

מסמנים x ∈ X לכל (מייצב): 6.6 הגדרה

StabGx = {g ∈ G | gx = x} ⊆ G

תכונות

סגורה. תת־חבורה StabGx ⊆ G .1

ועל חד־חד־ערכית התאמה יש .2

G/StabGx︸ ︷︷ ︸
Quotient set

→ Orbx

gStabGx 7→ gx

38



מנה קבוצת מוגדרת סגורה. תת־חבורה H ⊆ G טופולגית. חבורה G תהי מנה מרחבי
על והעתקה

q : G → G/H

g 7→ gH

פתוחה. q−1 (A) ⊆ G ⇐⇒ פתוחה A ⊆ G/H כלומר המנה, טופולוגיית את G/Hל ניתן

אם רוויה נקראת B ⊆ G תת־קבוצה 6.7 הערה

B = BH = {bh | b ∈ B, h ∈ H}

.q−1 (something) ההפוכות התמונות אוסף בדיוק הוא Gב הרוויות הקבוצות אוסף

הפתוחות הקבוצות של התמונות בדיוק הן G/H של הפתוחות הקבוצות תת 6.8 מסקנה
.Gב הרוויות

פתוחה. q : G→ G/H ו האוסדורף G/H 6.9 טענה

ו פתוחה רוויה OH ולכן h ∈ H לכל פתוחה Oh אז פתוחה O ⊆ G אם אכן, הוכחה:
.G/Hב g1H 6= g2H יהי פתוחה. העתקה q לכן .G/Hב פתוחה קבוצה q (OH) = q (O)
H (כי .

[
V −1

(
g−1

2 g1

)
V
]
∩H = ∅ ש כך 1G של V סביבה קיימת ולכן g−1

2 g1 /∈ H אז
רציפה) (x, y)→ x−1

(
g−1

2 g1

)
y והפונקציה סגורה,

יש אם כי וזרות, g1H, g2H את מכילות ,G/Hב פתוחות q (g1V ) ו q (g2V ) אז
ולכן h2h

−1
1 = v′−1g−1

2 g1v כי נקבל g1vh1 = g2v
′h2 ש כך h1, h2 ∈ H

.h2h
−1
1 ∈ H ∩

[
V −1

(
g−1

2 g1

)
V
]

הפעולה עם הומוגני G־מרחב היא G/H הומוגניות

f : G× (G/H) → G/H

(g, g1H) 7→ gg1H

בתרשים נשתמש רציפה. fש להוכיח די הוכחה:

G×G ·−→
(g,g1) 7→gg1

G

(g, g1)
idG×q7→ (g, g1H) ↓ ↓ gg1

q7→ gg1H

G×G/H f−→
(g,g1H) 7→gg1H

G/H

בהנתן (כי רציפה. f ולכן רציפות, הכפל ופעולת q פתוחה, העתקה idG × q כי מתקיים
מעבירה idG× q ואז התרשים) (לפי G×Gב פתוחה הפוכה תמונה מוצאים ,G/Hב פתוחה

(f של ההפוכה התמונה שהוא ,G×G/H ב פתוחה לקבוצה זו קבוצה
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Gמרחבי־ עם קשר

ההעתקה אז .H = StabGx0 נסמן .x0 ∈ X ויהי ,Gמרחב־ X יהי 6.10 טענה

ν : G/H → Gx0

gH 7→ gx0

ועל. חד־חד־ערכית והיא ,G מרחבי של מורפיזם והיא רציפה, היא
ועל חד־חד־ערכי מורפיזם יש הומוגני, X אם בפרט

ν : G/H → X

gH 7→ gx0

רציפות להוכיח צריך הוכחה:

G

q ↙ ↘ g 7→ g · x0

G/H
ν−→ X

רציפה. ν ולכן פתוחה, q רציפה, (·x0) ההעתקה

הופכת G/K אז נורמלית. סגורה תת־חבורה K . G טופולוגית, חבורה G תהי 6.11 טענה
טופולוגיות. חבורות של מורפיזם q : G→ G/K והמנה טופולוגית לחבורה

הפכי: רציפות: טופולוגית. חבורה G/Kש להוכיח צריך הוכחה:

G
inv−→ G

q ↓ ↓ q

G/K
inv−→ G/K

כפל:

G×G ·−→ G

q × q ↓ ↓ q × q
G/K

·−→ G/K

אוניברסליות

x ∈ Ω ולכל האוסדורף Ω אם מקומית קומפקטי נקרא Ω טופולוגי מרחב 6.12 הגדרה
קומפקטי. U עם x ∈ U פתוחה סביבה קיימת

ע"י להפריד אפשר x /∈ K עם K וקומפקט x נקודה כל אז האוסדורף, Ω אם 6.13 הערה
וחותכים) סופי תת־כיסוי מוצאים ,xמ Kב נקודה כל (מפרידים פתוחות. קבוצות
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פתוחה קבוצה קיימת אז ,x ∈ O ו פתוחה O ⊆ Ω אם מקומית. קומפקטי Ω יהי בסיס
ע"י קומפקטית. W עם x ∈ W ⊆ Ω קיימת הוכחה: קומפקטי. U ⊆ O ו x ∈ U ⊆ O עם
היא קומפקט של סגורה תת־קבוצה (כי W ⊆ O ש להניח אפשר ,W ∩ O ב W החלפת
U, V וזרות פתוחות קבוצות יש לכן .x את מכילה ולא קומפקטית W \W אז קומפקטית).
ואז x ∈ U ⊆W ⊆ O להניח אפשר ,U ∩W ב U החלפת ע"י .x ∈ U ו W \W ⊆ V עם

ולבסוף קומפקטית. U ולכן U ⊆W

U ∩
(
W \W

)
⊆ U ∩ V = ∅

חותכת שאינה x של סביבה V אבל ,U את חותכת x של סביבה כל אז x ∈ U ∩V אם (כי
(U את

.U ⊆W ⊆ O ולכן

,Z ∩K = ∅ ו קומפקטית K ⊆ Ω סגורה, Z ⊆ Ω מקומית, קומפקטי Ω אם 6.14 מסקנה
פתוחות. U, V ,U ∩ V = ∅ עם K ⊆ U ,Z ⊆ V יש אז

סופי כיסוי לוקחים פתוחה. Uk ,k ∈ Uk ⊆ Uk ⊆ Ω \ Z יש k ∈ K לכל הוכחה:
.V = Ω \ U ו K ⊆

⋃n
i=1 Uki = U

מקומית. קומפקטי Ω יהי מרחב תתי

מקומית. קומפקטי Z אז סגורה, Z ⊆ Ω אם .1

מקומית. קומפקטי O אז פתוחה, O ⊆ Ω אם .2

אם סגורות. קבוצות סדרת Zn ⊆ X תהי מקומית. קומפקטי X יהי Baire של הלמה
עם פתוחה ∅ 6= O1 ⊆ X שאם להוכיח די הוכחה: .int

⋃
n Zn = ∅ אז (∀n) intZn = ∅

ריקה הייתה (לו ריקה לא פתוחה קבוצה O1 \Z1 ראשית .O1 6⊆
⋃
n Zn אז קומפקטי, O1

ו ריקה לא פתוחה O2 ⊆ O1 אז .O2 ⊆ O1 \ Z1 עם O2 ⊆ O1 \ Z1 נקח .(O1 ⊆ Z1 אז
.O3 ∩ Z2 = ∅ עם ריקה לא פתוחה O3 יש דומה באופן .O2 ∩ Z1 = ∅

קבוצות של סדרה O1 ⊇ O2 ⊇ . . . ואז O1 ⊇ O2 ⊇ . . . סדרה נקבל זו בצורה
,ξ ∈

⋂
nOn יהי .∅ 6=

⋂
nOn ⊆ O1 אז .On+1 ∩ Zn = ∅ ש כך ריקות, לא קומפקטיות

.O1 6⊆
⋃
n Zn ומכאן ξ /∈

⋃
n Zn ולכן n לכל ξ /∈ Zn אז

בן־מניה קבוצות איחוד Ω אם σ־קומפקטי יקרא Ω טופולוגי מרחב (מינוח): 6.15 הגדרה
קומפקטים. מרחבים תת של

מרחב X 6= ∅ יהי וσ־קומפקטית. מקומית קומפקטית טופולוגית, חבורה G תהי 6.16 טענה
ההעתקה x0 ∈ X לכל אז מקומית(?). קומפקטי אחד) מסלול בעל (כלומר G־הומוגני

f : G → X

g 7→ gx0

פתוחה. היא
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לכן

G/StabGx0 → X

g (StabGx0) 7→ gx0

.Gמרחבי־ של איזומורפיזם

וσ־ מקומית קומפקטי G) Gx0 ⊆ X פתוח מסלול ולכל Gמרחב־ לכל 6.17 מסקנה
ההעתקה קומפקטית)

G → X

g 7→ gx0

פתוחות. העתקות החצים ושני G→ Gx0 ↪→ X ע"י נתונה כי פתוחה

f (O) ש ונוכיח x ∈ f (O) תהי פתוחה. קבוצה O ⊆ G תהי הטענה): (של הוכחה:
עם 1G ∈ K ⊆ G קומפקטית סביבה קיימת .x = gx0 עם g ∈ O קיים .x של סביבה
(ע"י G =

⋃∞
n=1 gnK כיסוי יש ,intK 6= ∅ ו σ־קומפקטית היא Gו מאחר .K−1Kg ⊆ O

לכן הזזות). של סופי מספר ע"י מהקומפקטים אחד כל וכיסוי K של הזזות

X = Gx = Ggx0 =

∞⋃
n=1

gnKgx0

עם n יש ,Baire ממשפט סגורה. ובפרט קומפקטית gnKgx0 ⊆ X תת־קבוצה כל
.kgx0 ∈ int (Kgx0) ש כך k ∈ K יהי .int (Kgx0) 6= ∅ ולכן int (gnKgx0) 6= ∅

אז

x = gx0

= k−1 (kgx0) ∈ int
(
k−1Kgx0

)
⊆ int

(
K−1Kgx0

)
⊆ int (Ox0) = int (f (O))

פתוחים מסלולים

קומפקטי Gמרחב־ X ויהי σ־קומפקטית מקומית, קומפקטית חבורה G תהי 6.18 טענה
פתוח. מסלול קיים אז מסלולים, של מניה) בן (או סופי מספר יש Xל אם מקומית.

σ־קומפקטית היא Gש מאחר קומפקטית. U עם 1G של פתוחה סביבה U ⊆ G תהי הוכחה:
כיסוי שיש נובע

G =

∞⋃
n=1

gnU =

∞⋃
n=1

gnU

Baire לפי .X =
⋃∞,l
n=1,j=1 gnUxj אז .X =

⋃l
j=1Gxj ש כך x1, . . . , xl ∈ X יהיו

פתוח הוא מסלול (כי פתוח מסלול Gxj ואז int (Gxj) ⊇ int
(
gnUxj

)
6= ∅ עם n, j יש

פתוחה). קבוצה מכיל הוא ⇐⇒

42



מקומית סגורים מסלולים

נקראת פתוחה קבוצה תת עם סגורה קבוצה תת חיתוך טופולוגי. מרחב X יהי 6.19 הגדרה
.Xב מקומית סגורה קבוצה

סגורה A ⊆ X אז מקומית, סגורה A ⊆ Γ ו מקומית, סגורה Γ ⊆ X אם 6.20 הערה
כי מקומית

A = (open set of Γ) ∩ (closed set of Γ)

= (open set of X) ∩ (closed set of X) ∩ Γ

Gמרחב־ X יהי וσ־קומפקטית. מקומית קומפקטית טופולוגית חבורה G תהי 6.21 טענה
מקומית. סגור הוא מסלול כל אז מסלולים, של סופי מספר יש אם מקומית. קומפקטי

ברורה. הטענה n = 1 אם המסלולים. מספר = n על באינדוקציה הוכחה:
להניח אפשר פתוח. מסלול קיים הקודמת מהטענה המסלולים. Gx1, . . . , Gxn יהיו
סגורה ולכן Xב סגורה קבוצה זו .Y = X \ (Gxn) נסמן פתוח. מסלול Gxn כי בה"כ
מקומית סגור מסלול וכל מסלולים, (n− 1) עם מקומית קומפקטי Gמרחב־ Y אז מקומית.

.Xב גם ולכן ,Y ב

חבורות 7

שקולים: הבאים התנאים (האוסדורף). טופולוגית חבורה G תהי 7.1 הגדרה

.lמרחב־ G .1

קומפטיות. פתוחות מתת־חבורות המורכב היחידה של לסביבות בסיס יש .2

(B.Z. page 6) .lחבורת־ Gש נאמר זה במקרה
(BH page 8) מקומית. פרוסופית Gש גם אומרים

.lחבורת־ היא lחבורת־ של פתוחה) (או סגורה תת־חבורה 7.2 הערה

סביבה יש g ∈W לכל היחידה. של וקומפקטית פתוחה סביבה W תהי :2 ⇐= 1 הוכחה:
ואז gU2

g ⊆W ש כך 1G של פתוחה

g ∈ g Ug︸︷︷︸
open

⊆ gU2
g ⊆W

נסמן .W = (g1U1) ∪ · · · ∪ (glUl) ש כך g1, . . . , gl ∈ W יש קומפקטית, W ו מאחר
אז g ∈ W אם (כי .WU = W ו 1G של פתוחה סביבה U אז U = Ug1 ∩ · · · ∩ Ugl

(gU ⊆ giUgiUgi ⊆W ומתקיים g ∈ giUgi
כן וכמו 1G של פתוחה סביבה V אז .V = W ∩ W−1 ∩ U ∩ U−1 נסמן לבסוף

.V = V −1
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מיידי. זה n = 1 עבור באינדוקציה. (n = 1, 2, . . . ) V n ⊆W ש נראה

V n+1 = V nV ⊆WV ⊆WU = W

.V ע"י הנוצרת G של תת־חבורה היא K =
⋃
n V

n ⊆W ש נובע 1 ∈ V = V −1 ו מאחר
קומפקטית. K גם קומפקטית, Wש ומאחר סגורה, ולכן פתוחה, תת־חבורה K ⊆W

תת H ⊆ K תהי פתוחה. קומפקטית תת־חבורה K ⊆ G .lחבורת־ G תהי 7.3 הערה
אז פתוחה. חבורה

(H של הזזות של סופי מספר ע"י K את מכסים (כי (K : H) <∞ .1

קומפקטית. ולכן סגורה H .2

לוקחים :Γ / K :Kב ונורמלית קומפקטית פתוחה Γ ⊆ H תת־חבורה קיימת .3

Γ =
⋂
k∈K

kHk−1 =
⋂

kH∈K/H︸ ︷︷ ︸
�nite set

kHk−1

אז קומפקטית. פתוחה תת־קבוצה O ⊆ G ותהי lחבורת־ G תהי כיסוי): (למת 7.4 הערה
תת־חבורה K ⊆ G קיימת O0 ⊆ G פתוחה קבוצה ולכל O =

⋃
i∈I Oi פתוח כיסוי לכל

ש כך פתוחה

O =

n⋃
·

j=1

gjK

.K ⊆ O0 ו gjK ⊆ Oi עם i ∈ I יש j = 1, . . . , n ולכל
קומפקטית Kg ⊆ G תת־חבורה וקיימת g ∈ Oi עם i ∈ I יש g ∈ O לכל הוכחה:
קומפקטית, Oו מאחר .O =

⋃
g∈O gKg ואז (Kg ⊆ O0 גם (נקח gKg ⊆ Oi עם פתוחה

סופי תת־כיסוי קיים

O =
l⋃
t=1

gtKgt

מספר איחוד הוא Kgt וכל פתוחה קומפקטית K ⊆ G אז .K =
⋂l
t=1Kgt ⊆ O0 נסמן

.G/K מתוך קוסטים של סופי

.lחבורת־ G/H אז סגורה. תת־חבורה H ≤ G ,lחבורת־ G תהי 7.5 טענה

ו פתוחה q−1 (A) ⊆ G אז .gH ∈ G/H של פתוחה סביבה A ⊆ G/H תהי הוכחה:
וקומפקטית פתוחה סביבה קיימת לכן .g ∈ q−1 (A)

g ∈ Γ ⊆ q−1 (A)

וקומפקטית. פתוחה q (Γ) ⊆ G/Hו gH = q (g) ⊆ q (Γ) ⊆ A ואז
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קומפקטי תומך עם הדיסטריבוציות אלגברת 8

וקומפקטית. פתוחה תת־חבורה K ⊆ G משמעו "K ⊆ G"ו lחבורת־ G והלאה, מכאן

קומפקטי תומך עם דיסטריבוציות של קונבולוציה 8.1

T ∈ D (X) .lמרחב־ X יהי תזכורת

ביותר הגדולה הפתוחה הקבוצה הוא U = X \ suppT ו סגורה קבוצה suppT ⊆ X .1
(ϕ ∈ C∞c (X) (לכל 〈T, ϕ〉 = 0 ⇐= suppϕ ⊆ U ש כך

הגדרנו f ∈ C∞ (X) לכל אז .T ∈ Dc (X) כי נניח .2∫
X

f (x) dT (x) = 〈T, f〉 ..= 〈T, χV f〉

וקומפקטית. פתוחה V ו suppT ⊆ V ⊆ X כאשר

סגורה קבוצה suppf ש מאחר כי ,〈T, f〉 = 0 אז suppf ∩ suppT = ∅ אם תכונה
(מכסים V ∩ suppf = ∅ ש כך V לקחת ניתן קומפקטית, suppT ש ומאחר פתוחה), (וגם
.χV f = 0 ואז (suppfל מחוץ קומפקטיות פתוחות סביבות של סופי במספר suppT את

ב נסמן .T ⊗ S ∈ Dc (G×G) אז ,T, S ∈ Dc (G) תהיינה קונבולוציה

m : G×G → G

(x, y) 7→ xy

.f ◦m ∈ C∞ (G×G) נקבל f ∈ C∞c (G) לכל אז .· הכפל את

(f ◦m) (x, y) = f (xy)

ע"י T ∗ S ∈ D (G) הקונבולוציה את ונגדיר

(f ∈ C∞c (G)) 〈T ∗ S, f〉 = 〈T ⊗ S, f ◦m〉

תהי הוכחה: .T ∗ S ∈ Dc (G) ובפרט supp (T ∗ S) ⊆ (suppT ) (suppS) מקיים התומך
אכן, .〈T ∗ S, f〉 = 0 נוכיח .suppf ⊆ G \ ((suppT ) (suppS)) ש כך f ∈ C∞ (G)

supp (T ⊗ S) ∩ supp (f ◦m) ={
(x, y) ∈ G2 | x ∈ suppT, y ∈ suppS, xy ∈ suppf

}
= ∅

.〈T ∗ S, f〉 = 〈T ⊗ S, f ◦m〉 = 0 ולכן
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אז f ∈ C∞c (G) ו T, S ∈ Dc (G) יהיו פוביני באמצעות קונבולוציה ∫תיאור
G

f (g) d (T ∗ S) (g) = 〈T ∗ S, f〉

= 〈T ⊗ S, f ◦m〉

=

∫
G×G

f (xy) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
G

[∫
G

f (xy) dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

[∫
G

f (xy) dS (y)

]
dT (x)

על זאת נבדוק .C∞c (G) ב נמצאים וגם C∞ (G) ב הם בסוגריים האיברים כאשר

y 7→
∫
G

f (xy) dT (x)

דרוש
∫
G
f (xy) dT (x) 6= 0 לקבל וכדי supp [x 7→ f (xy)] = (suppf) · y−1 אכן

g′ ∈ suppf ו g ∈ suppT כאשר gy−1 = g′ כלומר, .
(
(suppf) · y−1

)
∩ (suppT ) 6= ∅

קבוצה היא (suppT )
−1

(suppf)ו y ∈ (suppT )
−1

(suppf) כלומר g′−1g = y כלומר
.((g1, g2) 7→ g−1

1 g2 (מרציפות קומפקטית

לכל הוכחה: .(T ∗ S) ∗R = T ∗ (S ∗R) אז .T, S,R ∈ Dc (G) תהיינה אסוציאטיביות
מתקיים f ∈ C∞c (G)

〈(T ∗ S) ∗R, f〉 =

∫
G

[∫
G

f (xz) d (T ∗ S) (x)

]
dR (z)

=

∫
G

[∫
G

[∫
G

f (xyz) dT (x)

]
dS (y)

]
dR (z)

נקבל לכן ϕ ∈ C∞c (G) כי ראינו .ϕ (g) =
∫
G
f (xg) dT (x) נסמן

〈(T ∗ S) ∗R, f〉 =

∫
G

[∫
G

[∫
G

f (xyz) dT (x)

]
dS (y)

]
dR (z)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (yz) dS (y)

]
dR (z)

=

∫
G

ϕ (g) d (S ∗R) (g)

=

∫
G

[∫
G

f (xg) dT (x)

]
d (S ∗R) (g)

= 〈T ∗ (S ∗R) , f〉
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〈T ∗ S, h〉 להגדיר ניתן (T, S ∈ Dc (G) (עבור T ∗ S ∈ Dc (G) ש מאחר 8.1 הערה
פתוחות U, V כאשר ,suppT ⊆ U ,suppS ⊆ V נקח כללי. h ∈ C∞ (G) עבור גם

h ∈ C∞ (G) לכל ולכן supp (T ∗ S) ⊆ UV אז ∫קומפקטיות,
G

h (g) d (T ∗ S) (g) = 〈T ∗ S, h〉

= 〈T ∗ S, χUV · h〉
= 〈T ⊗ S, (χUV · h) ◦m〉

=

∫
G×G

χUV (xy)h (xy) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
G×G

h (xy) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
G

[∫
G

h (xy) dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

[∫
G

h (xy) dS (y)

]
dT (x)

.C∞ (G)ב בסוגריים והפונקציות

ב משתמשים ההופכי פעולת

inv : G → G

x 7→ x−1

ע"י f̌ ∈ C∞ (G) פונקציה ,f ∈ C∞ (G) לכל נגדיר לכן הומיאומורפיזם. בפרט שהינו

f̌ (g) = f
(
g−1

)
נשמר. C∞c (G) והמרחב suppf̌ = (suppf)

−1 ואז
ע"י Ť ∈ D (G) נגדיר T ∈ D (G) לכל

(ϕ ∈ C∞c (G))
〈
Ť , ϕ

〉
= 〈T, ϕ̌〉

גם נכונה
〈
Ť , ϕ

〉
= 〈T, ϕ̌〉 והנוסחה נשמר Dc (G) והמרחב ,suppŤ = (suppT )

−1 ושוב
.ϕ ∈ C∞ (G) ו T ∈ Dc (G) עבור

(f ∈ C∞ (G) , T ∈ D (G)) תכונות

ˇ̌T = T , ˇ̌f = f .1

fT

∧

= f̌ Ť .2

(בדיקה): 〉הוכחה:
fT

∧

, ϕ
〉

= 〈fT, ϕ̌〉

= 〈T, fϕ̌〉
=

〈
Ť , f̌ϕ

〉
=

〈
f̌ Ť , ϕ

〉
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δg

∧

= δg−1 .3

.4∫
G

f
(
g−1

)
dT (g) =

〈
T, f̌

〉
=

〈
Ť , f

〉
=

∫
G

f (g) dŤ (g)

(f ∈ C∞ (G) ו T ∈ Dc (G) ל )(גם
T ∗ S

∧)
= Š ∗ Ť .5

(בדיקה): הוכחה:

(ϕ ∈ C∞ (G))
〈

(T ∗ S)

∧

, ϕ
〉

= 〈T ∗ S, ϕ̌〉

=

∫
G

[∫
G

ϕ̌ (xy) dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

[∫
G

ϕ
(
y−1x−1

)
dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (yx) dŤ (x)

]
dŠ (y)

=
〈
Š ∗ Ť , ϕ

〉

על G של הצגות מקבלים מכאן .λ (g)h = gh ,ρ (g)h = hg−1 ,G על הפעולות הזזות
ע"י C∞c (G) ,C∞ (G)

(λ (g) f) (h) = f
(
λ
(
g−1

)
h
)

= f
(
g−1h

)
(ρ (g) f) (h) = f

(
ρ
(
g−1

)
h
)

= f (hg)

ע"י Dc (G) ו D (G) על G של הצגות ומקבלים

〈λ (g)T, f〉 =
〈
T, λ (g)

−1
f
〉

= 〈T, [h 7→ f (gh)]〉

〈ρ (g)T, f〉 =
〈
T, ρ (g)

−1
f
〉

=
〈
T,
[
h 7→ f

(
hg−1

)]〉
.T ∈ Dc (G) ו f ∈ C∞ (G) ל גם נכונות אלה נוסחאות

48



ותיאומים נוסחאות

.1

λ (g)χA = χgA = χλ(g)A

ρ (g)χA = χAg−1 = χρ(g)A

.2

λ (g) δx = δgx = δχ(g)x

ρ (g) δx = δxg−1 = δρ(g)x

הוכחה:

〈λ (g) δx, ϕ〉 =
〈
δx, λ (g)

−1
ϕ
〉

=
(
λ (g)

−1
ϕ
)

(x)

= λ (gx)

= 〈δgx, ϕ〉

.3

(λ (g)T )

∧

= ρ (g) Ť

גם ומכאן

(ρ (g)T )

∧

=
(
ρ (g) ˇ̌T

)∧

=
((
λ (g) Ť

)∧)∧

= λ (g) Ť

(בדיקה): 〉הוכחה:
λ (g)T

∧

, f
〉

=
〈
λ (g)T, f̌

〉
=

〈
T, λ (g)

−1
f̌
〉

=

〈
T, h 7→ f̌ (gh) = f

(
h−1g−1

)
=
(
ρ (g)

−1
f
) (
h−1

)
=
(
ρ (g)

−1
f
)∧

(h)

〉
=

〈
T, ρ (g)

−1
f

∧〉
=

〈
Ť , ρ (g)

−1
f
〉

=
〈
ρ (g) Ť , f

〉
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אז g ∈ G ,T ∈ Dc (G) תהי קונבולוציה בעזרת דיסטריבוציות על G פעולת תיאור

δg ∗ T = λ (g)T

T ∗ δg = ρ (g)
−1
T

אז f ∈ C∞c (G) תהי הוכחה:

〈δg ∗ T, f〉 =

∫
G

[∫
G

f (xy) dδg (x)

]
dT (y)

=

∫
G

f (gy) dT (y)

=
〈
T, λ (g)

−1
f
〉

= 〈λ (g)T, f〉

ע"י נובעת נובעת השניה הנוסחה

T ∗ δg

∧

= δg

∧

∗ Ť
= δg−1 ∗ Ť
= λ

(
g−1

)
Ť

= ρ
(
g−1

)
T

∧

קודם. שהוכחנו ממה נובע האחרון והמעבר הקודמת, מהנוסחה נובע השלישי המעבר כאשר

.δ1G יחידה עם אלגברה היא Dc (G) 8.2 מסקנה

(g, h ∈ G) δg ∗ δh = δgh

δg ∗ δh = λ (g) δh

= δλ(g)h

= δgh

8.3 מסקנה

G → (Dc (G))
×

g 7→ δg

(Dc (G) של ההפיכים (Dc (G))
× (כאשר חבורות. של הומומורפיזם
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ע"י G על פועלת G×G

((λ× ρ) (g1, g2)) (g) = g1gg
−1
2

ע"י C∞c (G) על גם ולכן

((λ× ρ) (g1, g2) f) (g) = f
(
g−1

1 gg2

)
ע"י Dc (G) על גם ולכן

〈(λ× ρ) (g1, g2)T, f〉 =
〈
T, (λ× ρ)

(
g−1

1 , g−1
2

)
f
〉

ש ברור

(λ× ρ) (g1, g2) = (λ× ρ) (g1, 1G2
) ◦ (λ× ρ) (1G1

, g2)

= λ (g1) ◦ ρ (g2)

ולכן

((λ× ρ) (g1, g2))T = δg1
∗ T ∗ δg−1

2

(כי

λ (g)T = δg ∗ T
ρ (g)T = T ∗ δg−1

(

חבורות של מכפלה

f ∈ C∞ (Y ) לכל אז רציפה. פונקציה τ : X → Y ו lמרחבי־ X.Y יהיו הכנה
ע"י τT ∈ D (Y ) להגדיר ניתן אז ,T ∈ Dc (X) תהי כעת .f ◦ τ ∈ C∞ (X) מתקיים

〈τT, f〉 = 〈T, f ◦ τ〉

ש ברור .f ∈ C∞c (Y ) כאשר

T 7→ τT

f ◦ τ = 0 אז τ (suppT ) על f = 0 אם כי ,supp (τT ) ⊆ τ (suppT ) כן וכמו לינארית,
ולכן suppT על

〈τT, f〉 = 〈T, f ◦ τ〉 = 0

סגורה) ולכן קומפקטית τ (suppT ) כן (וכמו
.τT ∈ Dc (Y ) בפרט

8.4 הערה
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פתוחה V ⊆ Y תהי אכן, :f ∈ C∞ (Y ) לכל נכונה 〈τT, f〉 = 〈T, f ◦ τ〉 הנוסחה .1
עם קומפקטית

suppτT ⊆ τ (suppT ) ⊆ V

אז

〈τT, f〉 = 〈τT, χV f〉
= 〈T, (χV f) ◦ τ〉
=

〈
T, χτ−1(V ) · (f ◦ τ)

〉
= 〈T, f ◦ τ〉

.suppT ⊆ τ−1 (V ) עם פתוחה τ−1 (V ) כי נכון האחרון המעבר

הגדרנו Xב סגורה Z תת־קבוצה של הכלה τ : Z ↪→ X אם .2

0 −→ D (Z)
p∗Z−→ D (X)

פי על

〈p∗ZT, ϕ〉 = 〈T, ϕ �Z〉

.p∗Zτ = τT זה במקרה ולכן

ונסמן (lמרחבי־ הם המרחבים (כל τ2 : X2 → Y2 ,τ1 : X1 → Y1 אם מרחבים מכפלת
אז .τ1 × τ2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2

(τ1,2 ∈ Dc (X1,2)) τ1T1 ⊗ τ2T2 = (τ1 × τ2) (T1 ⊗ T2)

ϕ ∈ על הצדדים שני פעולת את לבדוק די הוכחה: .Dc (Y1 × Y2) ב הצדדים שני
מהצורה C∞c (Y1 × Y2)

ϕ (y1, y2) = ϕ1 (y1)ϕ2 (y2)

מתקיים .ϕ2 ∈ C∞ (Y2) ,ϕ1 ∈ C∞ (Y1) כאשר

〈(τ1 × τ2)T1 ⊗ T2, ϕ〉 = 〈T1 ⊗ T2, ϕ ◦ (τ1 × τ2)〉
= 〈T1 ⊗ T2, (x1, x2) 7→ ϕ1 (τ1 (x1))ϕ2 (τ2 (x2))〉
= 〈T1, ϕ1 ◦ τ1〉 〈T2, ϕ2 ◦ τ2〉
= 〈τ1T1, ϕ1〉 〈τ2T2, ϕ2〉
= 〈τ1T1 ⊗ τ2T2, (y1, y2) 7→ ϕ1 (y1)ϕ2 (y2)〉
= 〈τ1T1 ⊗ τ2T2, ϕ〉
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τ : אז .lחבורות־ של הומומורפיזם τ : G′ → G יהי lחבורות־ של הומומורפיזם
מתקיים הוכחה: אלגבראות. של הומומורפיזם Dc (G′)→ Dc (G)

τ (δ1G) = τ
(
δ1G′

)
〉כי

τδ1G′ , ϕ
〉

=
〈
δ1G′ , ϕ ◦ τ

〉
= (ϕ ◦ τ) (1G′)

= ϕ (τ (1G′))

= ϕ (1G)

= 〈δ1G , ϕ〉

:ϕ ∈ C∞c (G′) ו T, S ∈ Dc (G′) עבור כן, כמו

〈τ (T ∗ S) , ϕ〉 = 〈T ∗ S, ϕ ◦ τ〉
= 〈T ⊗ S, ϕ ◦ τ ◦mG′〉

נקבל הומומורפיזם τ ו מאחר הכפל. mG′ : G′ ×G′ → G′ כאשר

τ ◦mG′ = mG ◦ (τ × τ)

ולכן

〈T ⊗ S, ϕ ◦ τ ◦mG′〉 = 〈T ⊗ S, ϕ ◦mG ◦ (τ × τ)〉
= 〈(τ × τ) (T ⊗ S) , ϕ ◦mG〉
= 〈τT ⊗ τS, ϕ ◦mG〉
= 〈(τT ) ∗ (τS) , ϕ〉

.τ (T ∗ S) = (τT ) ∗ (τS) וקיבלנו

ו lחבורות־ G1, G2 תהיינה במכפלה חבורה שיכון

τ1 : G1 → G1 ×G2

x1 7→ (x1, 1G2
)

אז הסטנדרטי. השיכון

(T ∈ Dc (G1)) τ1T = T ⊗ δ1G2
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שכל (ראינו ϕ (x1, x2) = ϕ1 (x1)ϕ2 (x2) מהצורה ϕ ∈ C∞c (G1 ×G2) תהי הוכחה:
אז כאלה). פונקציות של סכום היא C∞c (G1 ×G2)ב פונקציה

〈τ1T, ϕ〉 = 〈T, ϕ ◦ τ1〉
= 〈T, [x1 7→ ϕ ◦ τ1 (x1)]〉
= 〈T, [x1 7→ ϕ (x1, 1G2)]〉
= 〈T, [x1 7→ ϕ1 (x1)ϕ2 (1G2)]〉
= 〈T, ϕ1〉ϕ2 (1G2)

= 〈T, ϕ1〉
〈
δ1G2

, ϕ2

〉
=

〈
T ⊗ δ1G2

, (x1, x2) 7→ ϕ1 (x1)ϕ2 (x2)
〉

=
〈
T ⊗ δ1G2

, ϕ
〉

8.5 מסקנה

מתקיים אז הומומורפיזם גם τ1ש מאחר .1

(T, S ∈ Dc (G1)) τ1 (T ∗ S) = τ1 (T ) ∗ τ1 (S)

(T ∗G1
S)⊗ δ1G2

=
(
T ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
S ⊗ δ1G2

)

השני. לרכיב ביחס תכונות גם יש 8.6 הערה

.2

(T1,2 ∈ Dc (G1,2))
(
T1 ⊗ δ1G2

)
∗
(
δ1G1

⊗ T2

)
= T1 ⊗ T2

.Dc (G1 ×G2) ב הצדדים שני

ϕ ∈ C∞ (G1 ×G2) לכל (בדיקה): )〉הוכחה:
T1 ⊗ δ1G2

)
∗
(
δ1G1

⊗ T2

)
, ϕ
〉

=
〈(
T1 ⊗ δ1G2

)
⊗
(
δ1G1

⊗ T2

)
, ϕ ◦mG1×G2

〉
= 〈(τ1T1)⊗ (τ2T2) , ϕ ◦mG1×G2〉
= 〈(τ1 × τ2) (T1 ⊗ T2) , ϕ ◦mG1×G2〉
= 〈(T1 ⊗ T2) , ϕ ◦mG1×G2 ◦ (τ1 × τ2)〉

כי mG1×G2
◦ (τ1 × τ2) = idG1×G2

כי לב נשים

(mG1×G2
◦ (τ1 × τ2)) (g1, g2) = mG1×G2

(τ1 (g1) , τ2 (g2))

= τ1 (g1) · τ2 (g2)

= (g1, 1G2
) · (1G1

, g2)

= (g1, g2)
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)〉ולכן
T1 ⊗ δ1G2

)
∗
(
δ1G1

⊗ T2

)
, ϕ
〉

= 〈(T1 ⊗ T2) , ϕ ◦mG1×G2
◦ (τ1 × τ2)〉

= 〈(T1 ⊗ T2) , ϕ〉

.
(
T1 ⊗ δ1G2

)
∗
(
δ1G1

⊗ T2

)
= T1 ⊗ T2 קיבלנו ולכן

y ∈ כל עם מתחלף x ∈ suppT כל אם .T, S ∈ Dc (G) ו lחבורת־ G תהי 8.7 טענה
.T ∗ S = S ∗ T אז suppS

(בדיקה): הוכחה:

(ϕ ∈ C∞c (G)) 〈T ∗ S, ϕ〉

=

∫
G

ϕ (xy) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
G

ϕ (yx) d (T ⊗ S) (x, y)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (yx) dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (yx) dS (y)

]
dT (x)

= 〈S ∗ T, ϕ〉

וקטוריים מרחבים של הומומורפיזם יש אז ,lחבורות־ G1, G2 תהיינה 8.8 טענה

η : Dc (G1)⊗Dc (G2) → Dc (G1 ×G2)

T ⊗a S 7→ T ⊗ S

מייצג ⊗a הסימון ,Dc (G1) ⊗ Dc (G2) של איבר (כלומר אלגברי איבר שמאל צד כאשר
יחידה שולח הוא ראשית הומומורפיזם: זהו דיסטריבוציה. זו ימין וצד זו) בקבוצה איבר

ליחידה

η
(
δ1G1

⊗a δ1G2

)
= δ1G1×G2

(ϕ2 ∈ C∞c (G2) ,ϕ1 ∈ C∞c (G1) (כאשר ϕ (g1, g2) = ϕ1 (g1)ϕ2 (g2) על לבדוק 〉מספיק
δ1G1

⊗ δ1G2
, ϕ
〉

=
〈
δ1G1

⊗ δ1G2
, (g1, g2) 7→ ϕ1 (g1)ϕ2 (g2)

〉
=

〈
δ1G1

, g1 7→ ϕ1 (g1)
〉 〈
δ1G2

, g2 7→ ϕ2 (g2)
〉

=
〈
δ1G1

, ϕ1

〉 〈
δ1G2

, ϕ2

〉
= ϕ1 (1G1

)ϕ2 (1G2
)

= ϕ (1G1
, 1G2

)

= ϕ (1G1×G2
)

=
〈
δ1G1×G2

, ϕ
〉

55



מתקיים T2, S2 ∈ Dc (G2) ו T1, S1 ∈ Dc (G1) שעבור להוכיח צריך כפליות

η (T1 ⊗a T2) ∗G1×G2
η (S1 ⊗a S2) = η ((T1 ⊗a T2) (S1 ⊗a S2))

= η ((T1 ∗G1
S1)⊗a (T2 ∗G2

S2))

ש להוכיח צריך כלומר

(T1 ⊗ T2) ∗G1×G2
(S1 ⊗ S2) = (T1 ∗G1

S1)⊗ (T2 ∗G2
S2)

ל שווה שמאל צד אבל

(T1 ⊗ T2) ∗G1×G2 (S1 ⊗ S2) =
(
T1 ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ T2

)
∗G1×G2

(
S1 ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ S2

)
כעת

supp (δG1
⊗ T2) = suppτ2T2 ⊆ 1G1

×G2

supp (S1 ⊗ δG2
) ⊆ G1 × 1G2

במכפלה הסדר את להחליף נוכל ולכן איבר־איבר )מתחלפים
T1 ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ T2

)
∗G1×G2

(
S1 ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ S2

)
=(

T1 ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
S1 ⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ T2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ S2

)
=(

(T1 ∗G1
S1)⊗ δ1G2

)
∗G1×G2

(
δ1G1

⊗ (T2 ∗G2
S2)
)

=

(T1 ∗G1
S1) ∗G1×G2

(T2 ∗G2
S2)

חלקות הצגות 9

.G של הצגה (π, V ) תהי

הגדרנו H ⊆ G לכל תזכורת

V H = {v ∈ V | π (h) v = v | ∀h ∈ H}

.V H2 ⊆ V H1 ⇐= H1 ⊆ H2 כי מתקיים

פתוחה קומפקטית תת־חבורה קיימת v ∈ V לכל אם חלקה נקראת (π, V ) 9.1 הגדרה
(Algebraic נקרא זה [BZ] (אצל .v ∈ V K ש כך K ⊆ G

9.2 הערה

למודולים. גם הגדרה לתת אפשר .1

vi ∈ V k ש כך K ⊆ G יש v1, . . . , vm ∈ V סופית קבוצה לכל אז חלקה π אם .2
הנ"ל) Kה כל את (חותכים .(i = 1, . . . ,m)
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פתוחה. תת־חבורה stabG (v) ,v ∈ V לכל שקול: תנאי .3

התת־חבורות כל על רץ האיחוד כאשר V =
⋃
K⊆G V

K ⇐⇒ חלקה (π, V ) .4
.K של הפתוחות הקומפקטיות

.G2 ,G1 ,lחבורות־ של חלקות הצגות (π2, V2) ,(π1, V1) תהיינה טנזוריות: מכפלות .5
ξל אז ,ξ ∈ V1 ⊗ V2 יהי אכן, .G1 × G2 של חלקה הצגה (π1 ⊗ π2, V1 ⊗ V2) אז

ע"י תיאור יש

ξ =

n∑
i=1

vi1 ⊗ vi2

ואז vi1,2 ∈ V
K1,2

1,2 ש כך K1,2 ⊆ G1,2 קיימים .vi1 ∈ V1, v
i
2 ∈ V2 כאשר

ξ ∈ V K1
1 ⊗ V K2

2 ⊆ (V1 ⊗ V2)
K1×K2

חלקה. היא חלקה הצגה של תת־מנה) גם (ולכן הצגה ותת מנה הצגת .6

הבאים התנאים "מופשטת". הצגה ρ : G→ GLn (C) תהי וכרקטרים סופי ממימד הצגות
שקולים:

חלקה. הצגה (ρ,Cn) .1

.ρ (K) = In ש כך K ⊆ G קיימת .2

ρ של פירוק יש ולכן ,G של פתוחה תת־קבוצה Kerρ .3

ρ : G −→ G/Kerρ
ρ′−→ GLn (C)

דיסקרטית. חבורה G/Kerρ כאשר

.KgK קוסטים על קבועה ρ שהפונקציה כך K ⊆ G קיימת .4

הפונקציה .5

G
ρ−→ GLn (C) −→ EndC (Cn)

טופולוגיה GLn (C) ל כאשר רציפה ρ כלומר .C∞ (G,EndC (Cn)) ל שייכת
דיסקרטית.

רגילה. טופולוגיה GLn (C) ל כאשר רציפה ρ .6

טריוואלי): (השאר .2 ⇐= 6 נראה הוכחה:

K ⊆ G קיימת 6 לפי אז .‖A‖HS =
√∑

i,j |aij |
2 נסמן .A = (aij)

n
i,j=1 למטריצה

ש כך פתוחה קומפקטית תת־חבורה

ρ (K) ⊆
{
A ∈ GLn (C) | ‖A− In‖HS <

1

2

}
(?) .ρ (K) = In ולכן (קומפקטית) חבורה ρ (K) כעת
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מודולים. או וקטוריים מרחבים על להצגות דומה תיאור יש 9.3 הערה

χ : G→ C× "מופשט" לכרקטר נתייחס אז .GLn (C) ∼= C× ונזהה n = 1 נקח 9.4 הערה
חלק. χש לכך שקולים לעיל והתנאים

איזומורפיזם יוצר χ אז (חלק). כרקטר χ : G→ C× יהי דיסטריבוציות של בכרקטר כפל
וקטוריים מרחבים של

χ : Dc (G) → Dc (G)

T 7→ χT

.T, S ∈ Dc (G) הוכחה: .Dc (G) האלגברה של אוטומורפזים ולכן כפלי הוא זה איזומורפיזם

〈(χT ) ∗ (χS) , ϕ〉 =

∫
G

[∫
G

[ϕ (xy)] d (χT ) (x)

]
d (χS) (y)

=

∫
G

χ (y)

[∫
G

[χ (x)ϕ (xy)] dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

∫
G

χ (x)χ (y)︸ ︷︷ ︸
χ(xy)

ϕ (xy)

 dT (x)

 dS (y)

=

∫
G

[∫
G

[(χϕ) (xy)] dT (x)

]
dS (y)

=

∫
G

(χϕ) d (T ∗ S) (x)

= 〈T ∗ S, χϕ〉
= 〈χ (T ∗ S) , ϕ〉

πש נניח חלקה. הצגה (π, V ו( קומפקטית lחבורת־ Γ תהי (lחבורות־) קומפקטיות חבורות
כך מתפרקת πוש פתוחה Kerπ ⊆ Γ ש ראינו .dimC (V ) <∞ כלומר סופי, מימד בעלת

Γ
quotient−→ Γ/Kerπ︸ ︷︷ ︸

Discrete topology

π′−→ GL (V )

קומפקטית). Γ (כי סופית Γ/Kerπ אבל

תת־ אותם π′ו πול סופית) Γ/Kerπ) למחצה פשוטה π′ כי למחצה, פשוטה π 9.5 מסקנה
.V ב שמורים מרחבים

v ∈ V לכל אז קומפקטית. חבורה תת Γ ⊆ G ותהי G של חלק מודול V יהי 9.6 למה
כלומר ,v ע"י הנפרש הΓ־שמור תת־המרחב

spanC (Γv) = spanC {γv | γ ∈ Γ}

סופי. מימד בעל הוא
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יהי .(Γ : K ∩ Γ) < ∞ ולכן Γב פתוחה K ∩ Γ אז v ∈ V K עם K ⊆ G תהי הוכחה:
אז פירוק. Γ =

⋃
· ni=1 γi (K ∩ Γ)

spanC (Γv) = spanC {γiv | i = 1, . . . , n}

קומפקטית. lחבורת־ K תהי 9.7 מסקנה

מימד־סופי. בעלת היא K של אי־פריקה הצגה כל .1

למחצה. פשוטה היא K של חלקה הצגה כל .2

למחצה. פשוטות ואלה סופיות, הצגות של סכום היא ההצגה הלמה, לפי הוכחה:
פירוק קיים לכן

V =
⊕
ρ∈K̂

V ρ

החלקות) האי־פריקות ההצגות של נציגים קבוצת Ĝ ,G lלחבורת־ (כאשר
סופי. מימד בעל הוא ρ ∈ K̂ איבר כל קומפקטית, K אם

אז .ρ = 1 = (1,C) ∈ K̂ל נתייחס 9.8 הערה

V K = V (1,C)

(?)

V 7→ V K הפונקטור

סדרה נתונה ותהי חלקים G־מודולים U, V,W יהיו 9.9 טענה

W
f−→ V

h−→ U (S)

וקטוריים: מרחבים של הסדרה על נסתכל K ⊆ G לכל כן, כמו G־הומומורפיזמים. של

WK fK−→ V K
hK−→ UK

(
SK
)

.(hK ◦fK = 0) K ⊆ G לכל מדויקת SK אם ורק אם (h◦f = 0 (בהתאמה מדויקת S אז

:S =⇒ SK הוכחה:
לכן .h ◦ f = 0 מ מיד נובע hK ◦ fK = 0 מדויקת. SKש נוכיח מדויקת. S ש נניח

.KerhK ⊇ ImfK

ולכן v ∈ Imf מדויקת, Sו מאחר .hK (v) = h (v) = 0 המקיים v ∈ V K יהי

v ∈ V K ∩ Imf =

V (1,C) ∩ Imf =

f
(
W (1,C)

)
=

f
(
WK

)
=

ImfK
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הטריוואלית ההצגה (1,C) כאשר V K = V (1,C) מתקיים ואז K־מודול כעל V על (חושבים
(K של

כך (Co�nal) Gב פתוחות קומפקטיות חבורות של Λ קבוצה שקיימת נראה הפוך: כיוון
(?) .(h ◦ f = 0) מדויקת S אז ,K ⊆ K1 ו K ⊆ G עם K ∈ Λ יש K1 ⊆ G שלכל

,K ⊆ K1 ש כך K ∈ Λ ויש w ∈WK1 ש כך K1 ⊆ G יש w ∈W לכל כי h ◦ f = 0
.
(
hK ◦ fK

)
(w) = (h ◦ f) (w) = 0 נקבל hK ◦fK = 0 ו ומאחר ,w ∈WK ואז K ⊆ G

hK (v) = מתוך .v ∈ V K ש כך K ∈ Λ יש אז .h (v) = 0 עם v ∈ V יהי דיוק:
.v ∈ ImfK ⊆ Imf נובע h (v) = 0

V (N) המודול

נסמן מופשט. Γ־מודול V חבורה. תת N ⊆ Γ ו כלשהי חבורה Γ תהי (סימון): 9.10 הגדרה

V (N) = spanC {v − nv | v ∈ V, n ∈ N}

(E (N) מסומן [B.Z] אצל ,V (N) מסומן [B.H.] אצל ,VN מסומן Bump אצל (סימונים:

9.11 הערה

נסמן (V, π) להצגה .1

V (N) = {v − π (n) v | v ∈ V, n ∈ N}

מתקיים
⊕

i∈I Vi ב אז (i ∈ I) Γ־מודולים Vi אם .2(⊕
i∈I

Vi

)
(N) =

⊕
i∈I

Vi (N)

שמור: γ הוא V (N) אז (γ−1Nγ = N כלומר (כקבוצה, N את מנרמל γ ∈ Γ אם .3

γ (v − nv) = γv −

γnγ−1︸ ︷︷ ︸
∈N

 γv ∈ V (N)

M הוא V (N) אז M ⊆ NΓ (N) :N את המנרמלת תת־חבורה M ⊆ Γ אם בפרט
M־מודול. הוא V/V (N) ו מודול

[.VN מסומן זה [BH]ו [BZ] אצל ,J (V ) = V/V (N) :Bump [אצל
לM־מודולים. מΓ־מודולים פונקטור (V 7→ V/V (N) (וגם V 7→ V (N) בנוסף

.ϕ (V (N)) = U (N) אז על Γ־מורפיזם ϕ : V → U אם .4

על טריוואלית פועל N אם כלומר ,v ∈ V ו n ∈ N לכל nv = v ⇐⇒ V (N) = 0 .5
.V
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אז: ,Γ של פשוט מודול V ש נניח .6

V (Γ) =

{
V (π, V ) 6≈ (1,C)

0 (π, V ) ≈ (1,C)

.V (Γ) = V או V (Γ) = 0 לכן Γ־מודול. הוא V (Γ) הוכחה:
(π, V ) ∼= (1,C) ⇐⇒ טריוואלית פועלת Γ ⇐⇒ V (Γ) = 0

U ⊆ V יחיד תת־מודול יש אז חלק. K־מודול V קומפקטית, lחבורת־ K תהי 9.12 טענה
V = V K ⊕ V (K) גם מתקיים בפרט ,U = V (K) ע"י נתון והוא V = V K ⊕ U ש כך

.V (K) =
⊕

1 6≈ρ∈K̂ V
ρ גם ולבסוף

ב נשתמש הוכחה:

V =
⊕
ρ∈K̂

V ρ

.(V K = V (1,C) (כי V = V K ⊕W ו V של תת־מודול W אז .W =
⊕

16∼=ρ∈K̂ V
ρ נסמן

V ρ (K) = V ρ מתקיים (אי־פריקים), Vρ מודולים של ישר סכום (ρ 6= 1) V ρ שכל מאחר
לכן .(ρ 6≈ 1 כי Vρ (K) = Vρ (כי ρ 6= ל1

W (K) =
⊕

16≈ρ∈K̂

V ρ (K) = V ρ = W

נובע ולכן (V K על טריוואלית K (כי V K (K) = 0 בנוסף

V (K) =
(
V K ⊕W

)
(K)

= V K (K)⊕W (K)

= W (K)

= W

של איזומורפיזם יש אז .V של K־מודול תת U כאשר V = V K ⊕U ש נניח יחידות, נוכיח
K־מודולים:

U ∼= V/V K ∼= W

V (K) = V K (K)⊕U (K) = 0⊕U = ולכן U (K) = U ש נובע W (K) = Wש מאחר
.U = V (K) ולכן U

מרחב הוא Xש ונניח lמרחב־ X ,lחבורת־ G תהי קומפקטי תומך עם פונקציות של הזזות
.G

הומיאומורפיזם יוצר g ∈ G איבר כל

g· : X −→ X

x 7→ g · x
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ע"י לG־מודול זו בצורה הופך C∞ (X)ו

(gf) (x) = f
(
g−1x

)
G־מודול. תת C∞c (X)ו

K־מסלולים. על קבועות שהן C∞ (X) ב הפונקציות את C∞ (X)
K ב נסמן

חלק. C∞c (X) הG־מודול 9.13 טענה

(Xב וקומפקטית פתוחה Sש (ראינו .S = suppf נסמן .f ∈ C∞c (X) תהי הוכחה:
ש כך Kx ⊆ G ויש קבועה, f �Ox ש כך x ∈ Ox ⊆ X פתוחה סביבה יש x ∈ S לכל
.K =

⋂n
i=1Kxi נסמן .S =

⋃n
i=1Kxi · xi סופי כיסוי יש מקומפקטיות, .Kx · x ⊆ Ox

מסלולים. K על קבועה f אז

משמאל: הזזות עם G מרחב הוא G Gל יישום

λ (g1) g = gg2

ρ (g2) g = gg−1
2

הפעולה עם G×G מרחב הוא G

(λ× ρ) (g1, g2) g = g1gg
−1
2

חלקות. C∞c (G) על המתקבלות ההצגות 9.14 מסקנה

K ⊆ G תהי סימונים

C∞c (G/K) = {f ∈ C∞c (G) | f (x) = f (xk)∀k ∈ K}
= C∞c (G)

ρ(K)

C∞c (K \G) = {f ∈ C∞c (G) | f (x) = f (kx)∀k ∈ K}
= C∞c (G)

λ(K)

H (G,K) = C∞c (K \G/K) = C∞c (G//K)

= C∞c (K \G) ∩ C∞c (G/K)

החלקות לאור אז

H (G) = C∞c (G)

=
⋃
K⊆G

C∞c (K \G) =
⋃
K⊆G

C∞c (G/K)

=
⋃
K⊆G

C∞c (K \G/K) =
⋃
K⊆G

H (G,K)
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הצגה של חלק חלק 10

נסמן .G של מופשטת הצגה (π, V ו( lחבורת־ G תהי

VS =
⋃
K⊆G

V K

.V של (Smooth part) החלק החלק קוראים VSל

חלק. וקטור נקרא v ∈ VS (מינוח): 10.1 הגדרה

תכונות

.g
(
V K
)

= V gKg
−1

כי G־שמור הוא VS .1

חלקה. (g ∈ G) πS (g) = π (g) �VS כאשר (πS , VS) ההצגה .2

(K ⊆ G) f
(
V K
)
⊆WK אז G־מורפיזם f : V →W ו נוספת הצגה (ρ,W ) אם .3

.fS : VS →WS G־מורפיזם ונקבל f (VS) ⊆WS ולכן
HomG (V,W ) = HomG (V,WS) אז (VS = V (כלומר חלק מודול V אם בפרט:

כי

(f ∈ HomG (V,W )) f (V ) = f (VS) ⊆WS

US = U ∩ VS אז תת־G־מודול U ⊆ V אם .4

יש K1 ⊆ G שלכל כך קומפקטיות), (פתוחות K ⊆ G תתי־חבורות אוסף Λ תהי .5
אז קו־סופית") Λ") K ⊆ K1 עם K ∈ Λ

VS =
⋃
K∈Λ

V K

G1 ×G2 הוא V1 ⊗ V2 אז ,G1, G2 lחבורות־ של מודולים V1, V2 יהיו טנזוריות מכפלות
אז מודול.

(V1 ⊗ V2)S = (V1)S ⊗ (V2)S

כי

(V1)S ⊗ (V2)S =

 ⋃
K1⊆G1

V K1
1

⊗
 ⋃
K2⊆G2

V K2
2


=

⋃
K1×K2⊆G1×G2

V K1
1 ⊗ V K2

2

=
⋃

K1×K2⊆G1×G2

(V1 ⊗ V2)
K1×K2

= (V1 ⊗ V2)S
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הוא {K1 ×K2 | K1 ×K2 ⊆ G} שהאוסף בכך שימוש ע"י מתבצע האחרון המעבר כאשר
.(G1 ×G2ב) Co�nal

קיימת אם (מימין) משמאל במ"ש רציפה נקראת f ∈ C∞ (G) (מינוח): 10.2 הגדרה

f ∈ C∞ (G)λ,S אם כלומר ,
(
f ∈ C∞ (G)

ρ(K)
)
f ∈ C∞ (G)

λ(K) ש כך K ⊆ G

.
(
f ∈ C∞ (G)ρ,S

)
(Contragredient) דואלית הצגה 11

מופשטת דואלית הצגה שקיימת ראינו ,(lחבורת־) G של חלקה הצגה (π, V ) תהי תכונות
ע"י V ′ = HomC (V,C) על (π′, V ′)

〈π′ (g) v′, v〉 =
〈
v′, π

(
g−1

)
v
〉

את ונסמן שמור, תת־מרחב זהו .π′ל ביחס V ′ של החלק החלק זהו .Ṽ ..= (V ′)S נסמן

ו חלקה
(
π̃, Ṽ

)
בפרט, .

(
π̃, Ṽ

)
ב עליו ההצגה

〈π̃ (g) ṽ, v〉 =
〈
ṽ, π

(
g−1

)
v
〉

.g ∈ G, v ∈ V, ṽ ∈ Ṽ שכאן אלא
אחר: תיאור

Ṽ = (V ′)S =
⋃
K⊆G

(V ′)
K ⊆ V ′

מתקיים K ⊆ G לכל 11.1 הערה

Ṽ K = (V ′)
K

.(V ′)K ⊆ Ṽ ש מכך נובע ⊇ טריוואלי. ⊆ הוכחה:

f ′ : נקבל חלקים G־מודולים של G־הומומורפיזם f : V → W אם הומומורפיזם
.f̃ : W̃ → Ṽ ומכאן W ′ → V ′

מרחבים של איזומורפיזם יש אז וקטוריים מרחבים U, V אם בילינארית תבנית עם קשר
וקטוריים

η : HomC (U, V ′) ≈
−→ Bil (U, V )

ע"י נתון האיזומורפיזם .U × V → C הבילינאריות התבניות כל אוסף Bil (U, V ) כאשר

f 7→ B = (u, v) 7→ B (u, v) ..= (f (u)) (v)
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על G1 × G2 של פעולה נגדיר G2־מודול. הוא V G1־מודול, הוא Uש נניח כעת
ע"י Bil (U, V )

((g1, g2)B) (u, v) = B
(
g−1

1 u, g−1
2 v

)
f ∈ ו u ∈ U ו v ∈ V עבור הוכחה: מודולים. G1 × G2 של איזומורפיזם הוא η אז

מתקיים g1 ∈ G1, g2 ∈ G ו HomC (U, V ′)

η ((g1, g2) f) (u, v) = (((g1, g2) f) (u)) v

=
(
g2f

(
g−1

1 u
))
v

= f
(
g−1

1 u
) (
g−1

2 v
)

= η (f)
(
g−1

1 u, g−1
2 v

)
= ((g1, g2) η (f)) (u, v)

איזומורפיזם ומקבלים G־מודול הוא Bil (U, V ) אז G־מודולים, הם U, V ש נניח כעת
וקטוריים מרחבים של

HomG (U, V ′) = HomC (U, V ′)
G ∼=

η
Bil (U, V )

G

כאשר

Bil (U, V )
G

=
{
B ∈ Bil (U, V ) | g−1B = B (∀g ∈ G)

}
=

B ∈ Bil (U, V ) | B (gu, gv)︸ ︷︷ ︸
(g−1B)(u,v)

= B (u, v) (∀g ∈ G, u ∈ U, v ∈ V )


חלק Uש מאחר חלקים. G־מודולים U, V ו lחבורת־ Gש נניח כעת

HomG (U, V ′) = HomG

U, Ṽ︸︷︷︸
(V ′)S


נקבל ולכן

HomG

(
U, Ṽ

)
= Bil (U, V )

G ∼= HomG

(
V, Ũ

)

G־ בילינארית תבנית B : U × V → C G־מודולים. U, V יהיו אורתוגונליים מרחבים
אינווריאנטית.

אז מרחב תת L ⊆ U אם סימונים

V ⊇ L⊥ = {v ∈ V | B (L, v) = 0}

.M ⊆ L⊥ אם M ⊥ L אז תת־מרחב M ⊆ U אם
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תכונות

תת־G־מודול. W⊥ ⊆ V אז G־מודול תת W ⊆ U אם .1

הוכחה:

B (W, gv) = B
(
g−1W, v

)
= B (W, v)

= 0

.g ∈ Gו v ∈W⊥ כל עבור

U (Γ) ⊥ V Γ :Γ תת־חבורה לכל .2

מתקיים γ ∈ Γ ו u ∈ U ,v ∈ V Γ עבור הוכחה:

B (u− γu, v) = B (u, v)−B (γu, v)

= B (u, v)−B
(
u, γ−1v

)
= B (u, v)−B (u, v)

= 0

אינווריאנטית תבנית יש חלק. G־מודול V Ṽ ו־ V ב′ אורתוגונליים מרחבים

V ′ × V → C
(v′, v) 7→ v′ (v) = 〈v′, v〉

אורתוגונליים מרחבים Wיש ⊆ V וקטורי מרחב תת לכל לכן .Ṽ ×V → C ל צמצום לה ויש

V ′ ⊇W⊥V
′

= {v′ ∈ V ′ | v′ �W= 0}
Ṽ ⊇W⊥ = W⊥V

′
∩ Ṽ

G־מודול) תת Wש (נניח זיהוי יש 11.2 הערה

(V/W )
′ ∼= W⊥V

′

Ṽ/W ∼= W⊥

תת־חבורה Γ ⊆ G חלק. G־מודול V פתוחה) בהכרח (לא קומפקטית חבורה תת
מתקיים קומפקטית.

V ⊇ V (Γ)
⊥V ′

= (V ′)
Γ

לכל 〈ϕ− γϕ, v〉 = 0 ⇐⇒ γ ∈ Γ לכל ϕ − γϕ = 0 ⇐⇒ ϕ ∈ (V ′)
Γ הוכחה:

כלומר ϕ �V (Γ)= 0 ⇐⇒ γ ∈ Γו v ∈ V לכל 〈ϕ, v − γv〉 = 0 ⇐⇒ γ ∈ Γו v ∈ V
.ϕ ∈ V (Γ)

⊥V ′
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איזומורפיזם יש V = V Γ ⊕ V (Γ) הפירוק לאור 11.3 מסקנה

(V ′)
Γ

= V (Γ)
⊥V ′ −→

(
V Γ
)′

.V (Γ) על ל0 הרחבה ע"י נתון ←− ו V Γ ל צמצום ע"י נתון −→ האיזומורפיזם כאשר

קומפקטית (תת־חבורה K ⊆ G חלק. G־מודול V יהי פתוחות קומפקטיות חבורות תת
אז: פתוחה).

Ṽ ⊇
(
Ṽ
)K

= (V ′)
K

= V (K)
⊥V ′

= V (K)
⊥

11.4 מסקנה

חלק הוא (K ⊆ G) V (K) מסוג מרחב תת על שמתאפס V על לינארי פונקציונל כל .1

ו (
(
Ṽ
)K

ל (שייך

Ṽ =
⋃
K⊆G

(
Ṽ
)K

.ϕ (v) 6= 0 עם ϕ ∈ Ṽ יש 0 6= v ∈ V לכל .2

ϕ (v) 6= 0 עם לינארי ϕ : V K → G נקח .v ∈ V K עם K ⊆ G נקח הוכחה:
חלק. ϕ אז ,V (K) על כ0 ϕ את ונרחיב

.Ṽ 6= 0 ⇐= V 6= 0 .3

פירוקים ישנם .K ⊆ G חלק. G־מודול V יהי 11.5 טענה

V = V K ⊕ V (K)

Ṽ = Ṽ K ⊕ Ṽ (K)

אז

(ראינו) Ṽ K = V (K)
⊥ .1

Ṽ (K) =
(
V K
)⊥

.2

U (Γ) ⊥ מתקיים Γ תת־חבורה לכל תבניות: (משיקולי Ṽ (K) ⊆
(
V K
)⊥

ש ראינו הוכחה:
להוכיח די ,Ṽ = Ṽ K ⊕ Ṽ (K) הפירוק ולאור זאת לאור .(Γ = K ו U = Ṽ כאן ־ V Γ

Ṽ K ∩
(
V K
)⊥

= 0
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ואיבר Ṽ Kב איבר של כסכום
(
V K
)⊥

ב איבר נכתוב אם :
(
V K
)⊥ ⊆ Ṽ (K) אז (כי

מתאפס Ṽ Kב האיבר גם ולכן V K של איבר כל על מתאפס Ṽ (K)ב האיבר אז ,Ṽ (K)ב

.(Ṽ K ∩
(
V K
)⊥

= 0 ב הוא ולכן V K של איבר כל על

.V = V K ⊕ V (K) הפירוק לפי נכון וזה V (K)
⊥ ∩

(
V K
)⊥

= 0 להוכיח די 1 לפי

אם דיוק

0 −→ U
f−→ V

h−→W −→ 0

אז G־מודולים, של מדויקת סדרה

0 −→ W̃
h̃−→ Ṽ

f̃−→ Ũ −→ 0

חילופי: הבא התרשים K ⊆ G לכל הוכחה: מדויקת.

0 −→
(
W̃
)K

−→
(
Ṽ
)K

−→
(
Ũ
)K

↓≈ ↓≈ ↓≈
0 −→

(
WK

)′ −→ (
V K
)′ −→ (

UK
)′

−→

−→

0

0

הצמצום. העתקת הם למטה מלמעלה החצים כאשר
כי מתקיים אבל

0 −→ UK
f−→ V K

h−→WK −→ 0

לכל מדויקת העליונה הסדרה לכן .K ⊆ G לכל מדויקת התחתונה הסדרה לכן מדויקת.
שהסדרה לכך שקול שזה ראינו .K ⊆ G

0 −→ W̃
h̃−→ Ṽ

f̃−→ Ũ −→ 0

חלקים) Ũ , Ṽ , W̃ (כי מדויקת.

פריקה. V ′ ⇐= פריקה V 11.6 מסקנה

G־מודולים. של מדויקת סדרה יש הוכחה:

0 −→ U −→ V −→W −→ 0

אז .W 6= ו0 U 6= 0 עם

0 −→ W̃ −→ Ṽ −→ Ũ −→ 0

.W̃ 6= 0 ו Ũ 6= 0 ו מדויקת
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דיסטריבוציות על הצגה פעולת 12

הפונקציה v ∈ V לכל .(lחבורת־) G של חלקה הצגה (π, V ) תהי 12.1 הגדרה

π (·) v : G −→ V

g 7→ π (g) v

(C∞ (G,V ) ב (כלומר מקומית חלקה

נגדיר T ∈ Dc (G) לכל

π (T ) : V −→ V

ע"י

(v ∈ V ) π (T ) v = 〈T, π (·) v〉 =

∫
G

π (g) vdT (g)

(g ∈ G (לכל π (δg) = π (g) 12.2 הערה

הוכחה:

π (δg) v =

∫
G

π (x) vdδg (x)

= 〈δg, π (·) v〉
= π (g) v

הוכחה: (S, T ∈ Dc (G)) π (S) ◦ π (T ) = π (S ∗ T ) כפליות

π (S) ◦ π (T ) v = π (S) (π (T ) v)

=

∫
G

π (h) (π (T ) v) dS (h)

=

∫
G

π (h)

(∫
G

π (g) vdT (g)

)
dS (h)

=

∫
G

[∫
G

π (hg) vdT (g)

]
dS (h)

=

∫
G

π (g′) vd (S ∗ T ) (g′)

= π (S ∗ T ) v

Dc־מודול. (G) ל הופך V 12.3 מסקנה
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ש להניח גם אפשר .v ∈ V K עם K ⊆ G יהי v ∈ V בהנתן π (T ) v תיאור

suppT =

n⋃
·
i=1

giK

.(K הקטנת (ע"י

π (T ) v =

∫
G

χ⋃
· ni=1 giK

(g)π (g) vDT (g)

=
∑
i

∫
G

χgiK (g)π (g) vDT (g)

=
∑
i

∫
G

χgiK (g) (π (gi) v)DT (g)

=
∑
i

(∫
G

χgiK (g)DT (g)

)
π (gi) v

=
∑
i

T (giK)π (gi) v

.v על טריוואלית פועלת Kש בעובדה שימוש ע"י מתבצע השלישי המעבר כאשר

12.4 מסקנה

Dc־שמור. (G) הוא U אם ורק אם G־שמור U אז וקטורי מרחב תת U ⊆ V אם .1

.f ∈ HomDc(G) (Vπ, Vσ) אז חלקות) σו π (עם f ∈ HomG (π, σ) אם .2

ש ראינו .G של חלקה הצגה (π, V ) תהי מודולים בין כהומומורפיזם Dc (G) פעולת
וש λ× ρ להצגה ביחס מודול G×G הוא Dc (G)

(g1, g2 ∈ G) (g1, g2)T = ((λ× ρ) (g1, g2)) (T ) = δg1
∗ T ∗ δg−1

2

עם G×G־מודול הוא HomC (V, V ) כן, )כמו
g1,g2∈G

ϕ∈HomC(V,V )

)
(g1, g2)ϕ = π (g1) ◦ ϕ ◦ π

(
g−1

2

)
ההעתקה אז

π : Dc (G) −→ HomC (V, V )

T 7→ π (T )

כי G×G־מורפיזם, היא

π ((g1, g2)T ) = π
(
δg1
∗ T ∗ δg−1

2

)
= π (δg1

)π (T )π
(
δg−1

2

)
= π (g1)π (T )π

(
g−1

2

)
= (g1, g2) (π (T ))
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ההעתקה v ∈ V לכל בפרט 12.5 הערה

η : Dc (G) −→ V

T 7→ π (T ) v

.Dc (G) על משמאל הזזות הן λ כאשר HomG (λ, π) ל שייכת

הוכחה:

η (λ (g)T ) = π (λ (g)T ) v

= π (δg ∗ T ) v

= π (δg)π (T ) v

= π (g) (π (T ) v)

= π (g) η (T )

B : U × V → C ו ,G על חלקות הצגות (σ, U) ו (π, V ) תהיינה צמודה והצגה תבניות
אז G־אינווריאנטית, בילינארית )תבנית

T∈Dc(G)
u∈U
v∈V

)
B (σ (T )u, v) = B

(
u, π

(
Ť
)
v
)

הוכחה:

B (σ (T )u, v) = B

(∫
G

σ (g)udT (g) , v

)
=

∫
G

B (σ (g)u, v) dT (g)

=

∫
G

B
(
u, π

(
g−1

)
v
)
dT (g)

=

∫
G

B (u, π (g) v) dŤ (g)

= B

(
u,

∫
G

π (g) vdŤ (g)

)
= B

(
u, π

(
Ť
)
v
)

סופי) כסכום האינטגרל של מהתיאור בילנארית מהתבנית האינטגרל את להוציא (אפשר

של חלקה הצגה (π2, V2) ,G1 lחבורת־ של חלקה הצגה (π1, V1) תהי טנזורית מכפלה
(π1 ⊗ π2, V1 ⊗ V2) כן, כמו .Dc (G1) ,Dc (G2) מעל מודולים הם V1, V2 אז .G2 lחבורת־
הומומורפיזם שיש וראינו Dc (G1 ×G2) מעל מודול V1⊗V2 ולכן G1×G2 של חלקה הצגה

אלגבראות של

Dc (G1)⊗Dc (G2) −→ Dc (G1 ×G2)
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12.6 )טענה
T∈Dc(G1)
S∈Dc(G2)

)
(π1 ⊗ π2) (T ⊗ S) = π1 (T )⊗ π2 (S)

.v2 ∈ V2 ו v1 ∈ V1 יהיו הוכחה:

((π1 ⊗ π2) (T ⊗ S)) (v1 ⊗ v2) =

∫
G1×G2

(π1 ⊗ π2) (g1, g2) (v1 ⊗ v2) d (T ⊗ S) (g1, g2)

=

∫
G1×G2

(π1 (g1) v1)⊗ (π2 (g2) v2) d (T ⊗ S) (g1, g2)

︸︷︷︸
Fubini

=

[∫
G1

(π1 (g1) v1) dT (g1)

]
⊗
[∫

G2

(π1 (g2) v2) dS (g2)

]
= (π1 (T ) v1)⊗ (π2 (S) v2)

= (π1 (T )⊗ π2 (S)) (v1, v2)

צורות בשתי Dc (G1)⊗Dc (G2) מעל כמודול V1 ⊗ V2 את לראות ניתן 12.7 מסקנה

Dc (G1)⊗Dc (G2) −→ Dc (G1 ⊗G2) ההומורפיזם בעזרת .1

(Dc (G1) ,Dc (G2) (מעל V1, V2 המודולים כמכפלת .2

זהים. אלה ומבנים

lחבורת־ על (אלגברית) האר מידת 13

(תזכורת) ומידות דיסטריבוציות 13.1

את Σ = Σ (X) ב נסמן לינארית. I : C∞c (X)→ C כלומר ,I ∈ D (X) ,lמרחב־ X יהי
.X על הקומפקטיות הפתוחות הקבוצות תת אוסף

פונקציה נתאים Iל כך: זאת ננסח .(O ∈ Σ) I (O) = I (χO) סימנו

µ = µI : Σ −→ C

ע"י

(O ∈ Σ) µ (O) = I (χO)
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תכונות

µ (∅) = 0 .1

µ (A ∪B) = µ (A) + µ (B) אז זרות A,B ∈ Σ אם .2

מידה בהנתן ההפוך, בכיוון .1 + 2 תכונות עם µ פונקציה תהיה מידה (מינוח): 13.1 הגדרה
איבר להגדיר ניתן µ

D (X) 3 I = Iµ : C∞c (X) −→ C

(Oi ∈ Σ) f =
∑n
i=1 ciχOi בצורה תיאור לה יש ,0 6= f ∈ C∞c (X) ואם I (0) = 0 ע"י

ונקבע

I (f) =

n∑
i=1

ciµ (Oi)

.
∫
X
fdµ = I (f) גם נסמן

אינווריאנטיות 13.2

המתאימה. המידה µ ,I ∈ D (G) תהי

אם כלומר ,(g ∈ G) λ (g) I = I אם משמאל אינווריאנטית I 13.2 )הגדרה
f∈C∞c (G)
g∈G

)
〈I, f〉 = 〈λ (g) I, f〉

=
〈
I, λ

(
g−1

)
f
〉

∫או
G

f (gx) dµ (x) =

∫
G

f (x) dµ (x)

(g ∈ G לכל dµ (x) = dµ
(
g−1x

)
או
∫
G
f (x) dµ (x) =

∫
G
f (x) dµ

(
g−1x

)
גם (כותבים

µ = µI המידה ⇐⇒ אינווריאנטית I אז λ (g)χO = χgO ש מאחר למידות תרגום
O∈Σ)מקיימת

g∈G
)

µ (gO) = µ (O)

חיוביות
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קיימת אז קומפקטיות פתוחות קבוצות ∅ 6= U ⊆ G ,∅ 6= U1 ⊆ G אם תזכורת
עם K ⊆ G

U1 =

n⋃
·
i=1

giK

U =

m⋃
·

j=1

hjK

µ = µI ו משמאל או מימין אינווריאנטית דיסטריבוציה I : C∞c (G)→ C תהי 13.3 למה
אז (µ (U1) = 0 (בהתאמה µ (U1) > 0 ש כך U1 ∈ Σ שקיימת נניח המתאימה. המידה
C∞ (G) 3 f ≥ 0 לכל I (f) > 0 ו (I = 0 ו µ = 0 (בהתאמה U ∈ Σ לכל µ (U) > 0

.f 6= 0 עם

משמאל אינווריאנטית דיסטריבוציה היותר לכל קיימת 0 6= סקלר כדי עד 13.4 מסקנה
אחת. (מימין)

I אם האר פונקציונל נקראת (מימין) משמאל האינווריאנטית I דיסטריבוציה 13.5 הגדרה
הלמה. במובן חיובית

ש כך C∞ (G) 3 f ≥ 0 וקיימת (מימין) משמאל אינווריאנטי פונקציונל I אם 13.6 הערה
חיובי. I אז I (f) > 0

חיובי. סקלר כדי עד נקבעת (מימין) משמאל האר מידת 13.7 הערה

באופן נקבעת והיא (מימין) משמאל האר מידת G על קיימת אז ,lחבורת־ G תהי 13.8 טענה
חיובי. סקלר כדי עד יחיד

קיימת קומפקטית פתוחה O ⊆ G לכל פתוחה. קומפקטית תת־חבורה K0 ⊆ G תהי הוכחה:
K־אינווריאנטית היא O (כלומר O =

⋃
· ni=1 giK פירוק שיש כך K ⊆ K0 עם K ⊆ G

נגדיר משמאל).

µ (O) =
n

(K0 : K)

.(µ (K0) = 1 כי ברורה וחיוביות ברורה משמאל (אינווריאנטיות היטב מוגדרת µש נראה
.K ′ ⊆ K ⊆ K0 עם K ′ ⊆ K0 ב שימוש ע"י µ (O) תוצאה אותה שנקבל לבדוק די

נסמן

K =

(K:K′)⋃
j=1

kjK
′

אז

O =

n,(K:K′)⋃
·

i,j=1

gikjK
′
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ונקבל

µ (O) =
n (K : K ′)

(K0 : K ′)
=

n (K : K ′)

(K0 : K) · (K : K ′)
=

n

(K0 : K)
= µ (O)

.K לפי ימין ובצד K ′ לפי האר מידת כתובה שמאל בצד כאשר

אז G1, G2 lחבורות־ של (מימין) משמאל האר מידות µ1, µ2 תהיינה חבורות מכפלת
.G1×G2 על (מימין) משמאל האר מידת היא דיסטריבוציות) של טנזורית (מכפלה µ1⊗µ2

ש מאחר משמאל. אינווראינטיות נבדוק הוכחה:

C∞c (G1 ×G2) = C∞c (G1)⊗ C∞c (G2)

הפונקציה h ∈ C∞c (G2) ,f ∈ C∞c (G1) שלכל לבדוק די

G1 ×G2 −→ C

(g1, g2) 7→
∫
G1×G2

f (g1x)h (g2y) d (µ1 ⊗ µ2) (x, y)

ל שווה היא ואכן ∫קבועה,
G1×G2

f (g1x)h (g2y) d (µ1 ⊗ µ2) (x, y) =

∫
G1

[∫
G2

f (g1x)h (g2y) dµ2 (y)

]
dµ1 (x)

=

∫
G1

f (g1x)

[∫
G2

h (g2y) dµ2 (y)

]
dµ1 (x)

=

∫
G1

f (x)

[∫
G2

h (y) dµ2 (y)

]
dµ1 (x)

=

[∫
G1

f (x) dµ1 (x)

] [∫
G2

h (y) dµ2 (y)

]
חיוביות. נובעת כן וכמו אינווריאנטיות ומכאן

והערות סימונים

משמאל: האר מידת .1∫
G

f (gx) dµl (x) = ”

∫
G

f (x) dµl
(
g−1x

)
”

=

∫
G

f (x) dµl (x)

או

dµl (gx) = dµl (x)

∫או
G

f (gx) dl (x) =

∫
G

f (x) dl (x)
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מימין .2

dµr (xg) = dµr (x)∫
G

f (xg) dr (x) =

∫
G

f (x) dr (x)

אז פתוחה קומפקטית O ⊆ G אם המקרים בשני

µ (O) =

∫
G

χO (g) dµ (g)

suppµ 6= 0 כי suppµ = G אז מימין, או משמאל האר מידת µ אם תומך: .3
מימין. או משמאל ואינווריאנטית

קומפקטי תומך עם בפונקציה כפל 13.3

ש ראינו h ∈ C∞c (X) ו (lמרחב־ X) T ∈ D (X) אם 13.9 הערה

supp (hT ) = supp (h) ∩ supp (T )

ומתקיים hT ∈ Dc (X) ובפרט

(f ∈ C∞ (X)) 〈hT, f〉 = 〈T, hf〉

אז supph ⊆ O עם פתוחה קומפקטית O ⊆ X אם אכן,

〈hT, f〉 = 〈hT, χOf〉
= 〈T, hχOf〉
= 〈T, hf〉

פשוט?) ההגדרה לא זאת ־ ?)
תומך עם hµ דיסטריבוציה מוגדרת אז h ∈ C∞c (G) ו G על מידה µ אם מידות, של בשפה

ו קומפקטי

(f ∈ C∞ (G))

∫
G

f (x) d (hµ) (x) =

∫
G

h (x) f (x) dµ (x)

וקטורית) fל (גם

ולכן hµ ∈ Dc (G) אז .G על מידה µ ו h ∈ C∞c (G) ,G של חלקה הצגה (π, V ) תהי
לפי π (hµ) : V → V מוגדר

π (hµ) v = 〈hµ, π (·) v〉

=

∫
G

π (g) vd (µh) (g)

=

∫
G

h (g)π (g) vd (µ) (g)

ש כך K ⊆ G תהי משמאל. אינווריאנטית µ = µl ש נניח כעת
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v ∈ V K .1

h ∈ C∞c (G)
ρ(K) .2

לכן: .giK על קבועה hו supph =
⋃
· ni=1 giK זר פירוק יש אז

π (hµl) v =

∫
G

h (g)π (g) vµl (g)

=

∫
G

[
n∑
i=1

h (gi)χgiK (g)

]
︸ ︷︷ ︸

h(g)

π (g) vµl (g)

=

n∑
i=1

h (gi)

∫
G

χgiK (g)π (g) vµl (g)

=

n∑
i=1

h (gi)

∫
G

χgiK (g)π (gi) vµl (g)

=

n∑
i=1

h (gi)

(∫
G

χgiK (g)µl (g)

)
π (gi) v

=

n∑
i=1

h (gi)µl (giK)︸ ︷︷ ︸
µl(K)

π (gi) v

= µl (K)

n∑
i=1

h (gi)π (gi) v

על משמאל או מימין האר מידת µו פתוחה תת־חבורה H ⊆ G תהי פתוחה תת־חבורה
כלומר ,H על µ צמצום את µHב נסמן .G

(O ⊆ H is open and compact) µH (O) = µ (O)

ע"י נתון האינטגרל צד). (מאותו האר מידת µH אז

C∞c (H) 3 f 7→
∫
H

f (h)µH (h) =

∫
G

f (g)χH (g) dµH (g) dµ (g)

0 הרחבת זאת כלומר ,0 הקבוע הערך הוא Hל מחוץ f (g)χH (g) הביטוי משמעות כאשר
.iH (f) ע"י שסימנו

הגדרנו U פתוחה קבוצה ותת ,X lמרחב־ לכל 13.10 הערה

i∗U : D (X) → D (U)

〈i∗UT, ϕ〉 = 〈T, iUϕ〉

.Uל מחוץ ל0 ϕ הרחבת היא iUϕ כאשר
.µH = i∗Hµ שלנו במקרה
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מודולוס פונקציית 14

אלגברי (אוטומורפיזם σ ∈ Aut (G) לכל מימין. או משמאל האר מידת µ ,lחבורת־ G תהי
לפי σ∗µ מידה יש וטופולוגי)

(f ∈ C∞c (G))

∫
G

f (x) d (σ∗µ) (x)

=

∫
G

(f ◦ σ) (x) dµ (x)

=

∫
G

f (σ (x)) dµ (x)

= ”

∫
G

f (g) dµ
(
σ−1 (g)

)
”

מתקיים

(σ1 ◦ σ2)
∗

= σ∗2 ◦ σ∗1
מתקיים פתוחה O ⊆ G ל כן, כמו

(σ∗µ) (O) = (σ∗µ) (χO)

= µ (χO ◦ σ)

= µ
(
χσ−1(O)

)
= µ

(
σ−1 (O)

)
חיובית. σ∗µ בפרט ,(σ∗µ) (O) = µ

(
σ−1 (O)

)
סה"כ

אינווריאנטיות

∫
G

f (gx) d (σ∗µ) (x) =

∫
G

f (gσ (x)) dµ (x)

=

∫
G

f
(
σ
(
σ−1 (g)

)
σ (x)

)
dµ (x)

=

∫
G

f
(
σ
(
σ−1 (g)x

))
dµ (x)

=

∫
G

f (σ (x)) dµ (x)

=

∫
G

f (x) d (σ∗µ) (x)

.(µ (לפי ימין או משמאל האר מידת σ∗µ לכן

ש כך δ (σ) > 0 מספר קיים 14.1 מסקנה

(σ ∈ Aut (G)) σ∗µ = δ (σ)
−1 · µ
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.σ של המודולוס נקרא (δ (σ)
−1 (או δ (σ) (מינוח): 14.2 הגדרה

.δ
(
σ−1

)
= δ (σ)

−1 ובפרט δ (σ1 ◦ σ2) = δ (σ1) · δ (σ2) מתקיים
גם: מתקיים

(f ∈ C∞c (G))

∫
G

f (σ (x)) dµ

=

∫
G

f (x) d (σ∗µ) (x)

= δ (σ)
−1
∫
G

f (x) dµ (x)

= ”

∫
G

f (x) dµ
(
σ−1x

)
”

או

dµ (σx) = δ (σ) dµ (x)

וגם

µ
(
σ−1 (O)

)
= (σ∗µ) (O) = δ (σ)

−1
µ (O)

כלומר

µ (σO) = δ (σ) · µ (O)

H = נסמן .µ (σK) = δ (σ) · µ (K) אז K ⊆ G תהי קוסטים בעזרת δ (σ) תיאור
אז .m = (K : H) ,n = (σK : H) ו K ∩ (σK)

K =

m⋃
·

j=1

tjH

σK =

n⋃
·
i=1

siH

נקבל משמאל אינווריאנטית µ אם

µ (K) = mµ (H) = (K : H)µ (H)

µ (σK) = nµ (H) = (σK : H)µ (H)

לכן

δ (σ) =
µ (σK)

µ (K)
=

(σK : H)

(K : H)
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פירוקים יש אז מימין אינווריאנטית µ אם

K =

m⋃
·

j=1

Ht′j

σK =

n⋃
·
i=1

Hs′i

.δ (σ) = (σK:H)
(K:H) נקבל ושוב

14.3 מסקנה

.σב רק תלוי ולכן (µ של האינווריאנטי (ובצד µ האר במידת תלוי אינו δ (σ) .1

.δ (σ) = 1 אז σK = K כך K ⊆ G קיים אם .2

אוטומורפיזם יש g ∈ G לכל .3

cg : G → G

x 7→ gxg−1

G של "Modulus" המודולרית הפונקציה 14.4 הגדרה

δG = δ : G → (0,∞)

ע"י נתונה

(g ∈ G) δ (g) = δ (cg)

תכונות

חבורות. של הומומורפיזם δ : G→ (0,∞) .1

.δ �K= 1 אז וקומפקטית פתוחה K ⊆ G אם .2

להזזות ביחס חלקה δ בפרט, משמאל. או מימין במ"ש רציפה δ וגם δ ∈ C∞ (G) .3
משמאל. או מימין

.δ �G= 1 אם אונימודולרית נקראת G 14.5 הגדרה .4

אונימודולרית. G אז קומפקטית G אם .5

(cg = id (כי אונימודולרית G אז חילופית G אם .6
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(f ∈ C∞c (G)) ∫מתקיים
G

f
(
gxg−1

)
dµ (x) = δ (g)

−1
∫
G

f (x) dµ (x)

= ”

∫
G

f (x) dµ
(
g−1xg

)
”

או משמאל. או מימין האר מידת µ כאן

dµ
(
gxg−1

)
= δ (g) dµ (x)

ו

(O ⊆ G is compact and open) µ
(
gOg−1

)
= δ (g)µ (O)

ומשמאל מימין האר למידות נוסחאות 14.1

קומפקטית פתוחה

אז משמאל האר מידת µl ש נניח .1

dµl
(
xg−1

)
= δ (g) dµl (x)

µl
(
Og−1

)
= δ (g)µl (O)

∫ו
G

f (xg) dµl (x) =

∫
G

f (y) dµl
(
yg−1

)
= δ (g)

∫
G

f (x) dµl (x)

אז מימין האר מידת µr אם .2

dµr (gx) = δ (g) dµr (x)

dµr (gO) = δ (g)µr (O)

∫ו
G

f (gx) dµr (x) =

∫
G

f (y) dµr
(
g−1y

)
= δ (g)

−1
∫
G

f (y) dµr (y)

= δ (g)
−1
∫
G

f (x) dµr (x)
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הזזות .3

כי λ (g)µl = µl ,ρ (g)µl = δ (g)
−1
µl (א)

(f ∈ C∞c (G)) 〈ρ (g)µl, f〉

=
〈
µl, ρ (g)

−1
f
〉

=

∫
G

f
(
xg−1

)
dµl (x)

= δ
(
g−1

) ∫
G

f (x) dµl (x)

= δ (g)
−1 〈µl, f〉

כי λ (g)µr = δ (g)
−1
µr ,ρ (g)µr = µr (ב)

〈λ (g)µr, f〉 =
〈
µr, λ (g)

−1
f
〉

=

∫
G

f (gx) dµr (x)

= δ (g)
−1
∫
G

f (x) dµr (x)

= δ (g)
−1 〈µr, f〉

ומשמאל מימין האר מידות בין מעבר

ש כך היחידה האר מידת הוא µr = δ · µl אז משמאל, האר מידת µl אם תכונה
נבדוק .δ > 0 כי מיידית חיוביות הוכחה: .K ⊆ G עבור) (או לכל µr (K) = µl (K)

מימין. אינווריאנטיות

〈δµl, ρ (g) f〉 =

∫
G

δ (x) (ρ (g) f) (x) dµl (x)

=

∫
G

δ (x) f (xg) dµl (x)

= δ
(
g−1

) ∫
G

δ (xg) f (xg) dµl (x)

︸︷︷︸
y=xg−1

dµl(y)=δ(g)dµl(x)

= δ
(
g−1

) ∫
G

δ (y) f (y) δ (g) dµl (y)

=

∫
G

f (y) δ (y) dµl (y)

= 〈δ · µl, f〉
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ולכן δ �K= 1 לבסוף

µr (K) = (δµl) (χK)

= µl (δ · λK)

= µl (λK)

= µl (K)

האר מידות לאוסף שווה מימין האר מידות אוסף ⇐⇒ אונימודולרית G 14.6 מסקנה
משמאל.

מימין: האר מידת µl

אז∧ משמאל, האר מידת µl תהי הופכי ∫פעולת
G

f (xg) dµl

∧

(x) =

∫
G

f
(
x−1g

)
dµl (x)

=

∫
G

f
((
g−1x

)−1
)
dµl (x)

=

∫
G

f
(
x−1

)
dµl (x)

=

∫
G

f (x) dµl

∧

(x)

אז K ⊆ G אם בנוסף

µl

∧

(K) = µl

∧

(χK)

= µl (χK

∧

)

= µl (χK)

= µl (K)

כמקודם. מנורמלת µr כאשר µl

∧

= δ · µl = µr 14.7 מסקנה

14.8 מסקנה

.1

(f ∈ C∞c (G))

∫
G

f
(
x−1

)
dµl (x)

=

∫
G

f (x) dµl

∧

(x)

=

∫
G

f (x) δ (x) dµl (x)

.µl

∧

= µl אז אונימודולרית G אם .2
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קומפקטיות תת־חבורות על האר ממידות הנוצרות מידות 15

שיכון יש סגורה. Z ⊆ X ,lמרחב־ X יהי תזכורת

0 −→ D (Z)
p∗Z−→ D (X)

)לפי
T∈D(Z)
f∈C∞c (X)

)
〈p∗ZT, f〉 = 〈T, pZf〉 = 〈T, f �Z〉

כלומר

〈p∗ZT, f〉 =

∫
Z

f �Z dT =

∫
Z

f (z) dT (z)

ראינו

Imp∗Z = {T ∈ D (Z) | suppT ⊆ Z}

לפונקציות גם נכונה 〈p∗ZT, f〉 =
∫
Z
f �Z dT =

∫
Z
f (z) dT (z) הנוסחה 15.1 הערה

וקטוריות.

מתקיים T ∈ D (Z) ל 15.2 הערה

supp (p∗ZT ) = suppT

.Z של תת־קבוצה שמאל וצד X של תת־קבוצה היא ימין צד כאשר

מהשוויון .x ∈ supp (p∗ZT ) יהי :⊆ הוכחה:

Imp∗Z = {T ∈ D (Z) | suppT ⊆ Z}

V ⊆ X תהי .Zב x של פתוחה סביבה U ⊆ Z תהי .x ∈ suppT נראה .x ∈ Z כי נובע
עם f ∈ C∞c (X) שיש נובע x ∈ supp (p∗ZT ) ש מאחר .V ∩ Z = U עם פתוחה קבוצה
supp (f �Z) ⊆ U ,f �Z∈ C∞c (Z) ולבסוף .0 6= 〈p∗Z , f〉 = 〈T, f �Z〉 ו suppf ⊆ V

.x ∈ suppT נובע כלשהי, סביבה Uש ומאחר
נסמן .Xב z של פתוחה סביבה z ∈ V ⊆ X תהי .z ∈ suppT עם z ∈ Z יהי :⊇
שקיימת ראינו .〈T, ϕ〉 6= 0 ו suppϕ ⊆ U עם ϕ ∈ C∞c (Z) קיימת אז ,U = V ∩ Z

ואז suppf ⊆ V כי להניח אפשר χV f ב f החלפת ע"י .f �Z= ϕ עם f ∈ C∞c (X)

〈p∗ZT, f〉 = 〈T, f �Z〉
= 〈T, ϕ〉 6= 0

.z ∈ supp (p∗ZT ) כי נובע z ∈ X של כלשהי סביבה V ש מאחר
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נסמן פתוחה. בהכרח לא קומפקטית, תת־חבורה Γ ⊆ G ותהי lחבורת־ G תהי 15.3 הגדרה
נגדיר .µΓ (Γ) = 1 ש כך המנורמלת Γ של האר מידת את µΓ ∈ D (Γ) ב

εΓ = p∗Γ (µΓ) ∈ D (G)

כלומר:

(f ∈ C∞c (G))

∫
G

f (g) dεΓ (g) =

∫
Γ

f (γ) dµΓ (γ)

〈εΓ, f〉 = 〈µΓ, f �Γ〉

מאפיינות תכונות

15.4 טענה

〈εΓ, 1〉 = 1 .1

γ ∈ Γ לכל (ρ (γ) εΓ = εΓ (בהתאמה λ (γ) εΓ = εΓ .2

suppεΓ ⊆ Γ .3

יחיד. באופן εΓ ∈ D (G) הדיסטריבוציה את מאפיינות אלו ותכונות

הוכחה:

.µΓ ונרמול εΓ מהגדרה מיידי .1

כי מיידי .2(
λG (γ) f

)
�Γ = λΓ (γ) (f �Γ)

(ρל (ובדומה

.εΓ ∈ Imp∗Γ כי מיידי .3

suppεΓ ⊆ Γ מתקיים 3 לפי הנ"ל. התכונות את המקיימת T ∈ D (G) תהי ההפוך, בכיוון
ומאחר ,2 לפי .T = p∗Γ (µ) המקיימת µ ∈ D (Γ) דיסטריבוציה יש ומכאן T ∈ Imp∗Γ ולכן
ש נובע 1 לפי (מימין). משמאל אינווריאנטית µש נובע על, הוא f 7→ f �Γ שהצמצום

.µ = µΓ ש מראה µ (Γ) = 1 ו Γ על האר מידת µ ולכן חיובית, µ ובפרט ,µ (Γ) = 1

נוספות תכונות

כי .suppεΓ = Γ .1

suppεΓ = supp (p∗ΓµΓ) = suppµΓ = Γ
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לפי אכן, .(γ ∈ Γ) δγ ∗ εΓ = εΓ = εΓ ∗ δγ .2

δγ ∗ εΓ = λ (γ) εΓ

εΓ ∗ δγ = ρ (γ)
−1
εΓ

מקודם. 2 לתכונה שקולה זו ותכונה

מקודם. התכונות את מקיימת εΓ

כי∧ ,εΓ

∧

= εΓ .3

.4

(g ∈ G) εgΓg−1 = δg ∗ εΓ ∗ δg−1 = λ (g) ◦ ρ (g) (εΓ)

(בדיקה): הוכחה:

(א)

〈λ (g) ◦ ρ (g) εΓ, 1〉 =
〈
εΓ, ρ (g)

−1
λ (g)

−1
1
〉

= 〈εΓ, 1〉 = 1

(ב)

(γ ∈ Γ)

λ
(
gγg−1

)
λ (g) ρ (g) εΓ = ρ (g)λ (gγ) εΓ

= ρ (g)λ (g)λ (γ) εΓ︸ ︷︷ ︸
εΓ

= ρ (g)λ (g) εΓ

(ג)

supp
(
δg ∗ εΓ ∗ δg−1

)
⊆ (suppδg) (suppεΓ)

(
suppδg−1

)
= gΓg−1

שמאפיינות 1, 2, 3 התכונות את מקיימת δg ∗εΓ∗δg−1 = λ (g)◦ρ (g) (εΓ) לכן
שוות. הן ולכן εgΓg−1 את

אז נוספת, קומפקטית תת־חבורה Γ1 ⊆ Γ תהי .5

εΓ1
∗ εΓ = εΓ = εΓ ∗ εΓ1
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אז .f ∈ C∞c (G) תהי הוכחה:

〈εΓ ∗ εΓ1
, f〉 =

∫
G

[∫
G

f (xy) dεΓ (x)

]
dεΓ1

(y)

=

∫
Γ1

[∫
Γ

f (γγ1) dµΓ (γ)

]
dµΓ1

(γ1)

=

∫
Γ1


∫

Γ

f (γ) dµΓ (γ)︸ ︷︷ ︸
〈εΓ,f〉

 dµΓ1 (γ1)

= 〈εΓ, f〉

ולבסוף εΓ ∗ εΓ1
= εΓ לכן

εΓ ∗ εΓ1
= εΓ

∧∗ εΓ1

∧

= (εΓ ∗ εΓ1

∧

) = εΓ

∧

= εΓ

15.5 מסקנה

εΓ ∗ εΓ = εΓ .1

.V ב הטלה π (εΓ) כלומר ,π (εΓ)
2

= π (εΓ) ,G של (π, V ) חלקה הצגה לכל .2

הצגות לפירוק יישום

קומפקטית, תת־חבורה Γ ⊆ G תהי .G lחבורת־ של חלקה הצגה (π, V ) תהי 15.6 טענה
ומתקיים ,Imπ (εΓ) = V Γ ו Kerπ (εΓ) = V (Γ) אז

V = Im (εΓ)⊕Kerπ (εΓ)

γ ∈ Γ ו v ∈ V לכל הוכחה:

π (γ) ◦ π (εΓ) v = π (δγ ∗ εΓ) v = π (εΓ) v

אז v ∈ V Γ אם שני, מצד .Imπ (εΓ) ⊆ V Γ ולכן

π (εΓ) v =

∫
G

π (x) vdεΓ (x)

=

∫
Γ

π (γ) vdµΓ (x)

=

∫
Γ

vdµΓ (x)

= v
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.V Γ = Imπ (εΓ) ומכאן ,Imπ (εΓ) ⊇ V Γ ולכן
להוכיח די לכן ,Imπ (εΓ)ל ישר משלים Kerπ (εΓ) כי נובע π (εΓ)

2
= π (εΓ) ו מאחר

.Kerπ (εΓ) = V (Γ) ש
הסגור היחיד U שהמרחב (ראינו Γל ביחס סגור Kerπ (εΓ) כי להוכיח די זאת, להוכיח כדי

אז γ ∈ Γ ,w ∈ Kerπ (εΓ) אם אכן, :(V (Γ) הוא V = V Γ ⊕ U המקיים Γל

π (εΓ) (π (γ)w) = π (εΓ ∗ δγ)w

= π (εΓ)w

= 0

Γל ביחס אינווריאנטיות דיסטריבוציות תיאור

התנאים T ∈ Dc (G) לכל אז קומפקטית, תת־חבורה Γ ⊆ G ,lחבורת־ G תהי 15.7 טענה
שקולים: הבאים

γ ∈ Γ לכל (ρ (γ)T = T (בהתאמה λ (γ)T = T .1

(T ∈ Dc (G)
ρ(Γ) (בהתאמה T ∈ Dc (G)

λ(Γ) .2

(T = T ∗ εΓ (בהתאמה T = εΓ ∗ T .3

(T ∈ Dc (G) ∗ εΓ (בהתאמה T ∈ εΓ ∗ Dc (G) .4

שקולים. ניסוחים אלה כי :1 ⇐⇒ 2 הוכחה:
.εΓ ∗ εΓ = εΓ כי :3 ⇐⇒ 4

כי :2 ⇐= 3

λ (γ)T = δγ ∗ T = δγ ∗ εΓ ∗ T = εΓ ∗ T = T

מתקיים: f ∈ C∞c (G) לכל כי :3 ⇐= 2

〈εΓ ∗ T, f〉 =

∫
G

[∫
G

f (xy) dT (y)

]
dεΓ (x)

=

∫
Γ

〈
T, λ

(
x−1

)
f
〉
dµΓ (x)

=

∫
Γ

〈λ (x)T, f〉 dµΓ (x)

=

∫
Γ

〈T, f〉 dµΓ (x)

= 〈T, f〉

.T ↔ Ť בעזרת נובעת או דומה, בסוגריים השקילות הוכחת

15.8 מסקנה

Dc (G)
(λ×ρ)(Γ×Γ)

= εΓ ∗ Dc (G) ∗ εΓ
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וקומפקטית פתוחה תת־חבורה K ⊆ G כאשר εK

אז קומפקטית. פתוחה תת־חבורה (כרגיל) K ⊆ G תהי 15.9 טענה

εK = χKµl = χKµr

ע"י מנורמלות µr, µl כאשר

µl (K) = µr (K) = 1

נובע δ �K= 1 ו מאחר ראשית הוכחה:

χKµr = χKδµl = χKµl

הדרישות: את מקיים χKµl ש נבדוק

.1

〈χKµl, 1〉 = 〈µl, χK〉 = µl (K) = 1

.2

(k ∈ K)

λ (k) (χKµl) = (λ (k)χK) (λ (k)µl)

= χKµl

.3

supp (χKµl) = suppχK = K

15.10 הערה

ב גם השתמשנו 2 בסעיף .1

λ (g) (fT ) = (λ (g) f) (λ (g)T )

ρ (g) (fT ) = (ρ (g) f) (ρ (g)T )

(f ∈ C∞c (G) , T ∈ D (G))
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.2(
fT

∧)
= f̌ Ť〈

fT

∧

, ϕ
〉

= 〈fT, ϕ̌〉

= 〈T, fϕ̌〉

=
〈
T, f̌ϕ

∧〉
=

〈
Ť , f̌ϕ

〉
=

〈
f̌ Ť , ϕ

〉

פונקציה עם דיסטריבוציה של קונבולוציה 16

לא תומך עם דיסטריבוציה גם (אפשר T ∈ Dc (G) ,f ∈ C∞c (G) תהיינה 16.1 הגדרה
פונקציה מגדירים קומפקטי).

T ∗ f : G → C

ע"י

(T ∗ f) (x) =

∫
G

f
(
g−1x

)
dT (g)

לגבי (וגם משמאל להזזות ביחס חלק מודול C∞c (G) ש ראינו משמאל הזזות עם קשר
מוגדר לכן מימין). הזזות

λ (T ) : C∞c (G) → C∞c (G)

(T ∈ Dc (G) (לכל
)מתקיים:

f∈C∞c (G)
T∈Dc(G)

)
T ∗ f = λ (T ) f ∈ C∞c (G)

:λ (T ) הגדרת לפי הוכחה:

λ (T ) f =

∫
G

λ (g) fdT (g)

ש מאחר

C∞c (G) → C
f 7→ f (x)
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מתקיים לינארית העתקה

(λ (T ) f) (x) =

∫
G

(λ (g) f) (x) dT (g)

=

∫
G

f
(
g−1x

)
dT (g)

= (T ∗ f) (x)

אז קומפקטית. תת־חבורה Γ ⊆ G תהי ε∗Γ הפעולה תיאור

εΓ∗ : C∞c (G) → C∞c (G)

f 7→ εΓ ∗ f

C∞c (Γ) לאורך (Γל ביחס משמאל אינווריאנטית (פונקציה C∞c (G)
λ(Γ) על הטלה היא

שההטלה ראינו .G של חלקה הצגה (λ,C∞c (G)) הוכחה: .(f −λ (γ) f מהצורה (פונקציה
.λ (εΓ) f = εΓ ∗ f ש וראינו λ (εΓ) ע"י נתונה לעיל

.εΓ ∗ f = f ⇐⇒ Γל ביחס משמאל אינווריאנטית f ∈ C∞c (G) 16.2 מסקנה

אז f ∈ C∞c (G) ,T, S ∈ Dc (G) אם אינווריאנטיות תכונות

〈T ∗ S, f〉 =
〈
S, Ť ∗ f

〉
〉הוכחה:

S, Ť ∗ f
〉

=

∫
G

(
Ť ∗ f

)
(x) dS (x)

=

∫
G

[∫
G

f
(
g−1x

)
dŤ (g)

]
dS (x)

=

∫
G

[∫
G

f (gx) dT (g)

]
dS (x)

= 〈T ∗ S, f〉

תת־ Γ ⊆ G תהי דיסטריבוציות הפעלת בעזרת פונקציות של אינווריאנטיות תכונת תיאור
ומשמאל מימין להזזות אינווריאנטית f אם .f ∈ C∞c (G) ו קומפקטית פתוחה חבורה

אז Γל ביחס

(∀S ∈ Dc (G))

〈εΓ ∗ S, f〉 = 〈S, f〉
= 〈S ∗ εΓ, f〉
= 〈εΓ ∗ S ∗ εΓ, f〉
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הוכחה:

f ∈ C∞c (G)
λ(Γ)

= εΓ ∗ C∞c (G)

לכן

〈εΓ ∗ S, f〉 = 〈S, εΓ

∧∗ f〉
= 〈S, εΓ ∗ f〉︸︷︷︸

f∈εΓ∗C∞c (G)

= 〈S, f〉

ולכן משמאל אינווריאנטית גם f̌ש נובע נכון. הראשון השוויון לכן

〈S ∗ εΓ, f〉 =
〈
εΓ ∗ Š, f̌

〉
=

〈
Š, f̌

〉
= 〈S, f〉

האחרים. והשוויונות משני נובע האחרון השוויון נכון. השלישי השוויון גם ולכן

ש כך פתוחה) (קומפקטית K ⊆ G קיימת אז ,0 6= S ∈ Dc (G) תהי 16.3 מסקנה
.εΓ ∗ S ∗ εΓ 6= 0

מימין אינווריאנטית f ש כך K ⊆ G קיימת .〈S, f〉 6= 0 ש כך f ∈ C∞c (G) תהי הוכחה:
ואז Kל ומשמאל

0 6= 〈S, f〉 = 0 6= 〈εK ∗ S ∗ εK , f〉

fµ עם קונבולוציה קישור

אז משמאל. האר מידת µl ,f ∈ C∞c (G) ,T ∈ Dc (G) תהי 16.4 טענה

T ∗ (fµl) = (T ∗ f)µl
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כלשהי. ϕ ∈ C∞c (G) תהי הוכחה:

〈T ∗ (fµl) , ϕ〉 =

∫
G

[∫
G

ϕ (xy) d (fµl) (y)

]
dT (x)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (xy) f (y) dµl (y)

]
dT (x)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (y) f
(
x−1y

)
dµl (y)

]
dT (x)

=

∫
G

[∫
G

ϕ (y) f
(
x−1y

)
dT (x)

]
dµl (y)

=

∫
G

ϕ (y)

[∫
G

f
(
x−1y

)
dT (x)

]
dµl (y)

=

∫
G

ϕ (y) (T ∗ f) (y) dµl (y)

=

∫
G

ϕ (y) d ((T ∗ f)µl) (y)

= 〈(T ∗ f)µl, ϕ〉

אינווריאנטים דיסטריבוציות מרחבי תיאור

קומפקטית תת־חבורה K ⊆ G משמאל. או מימין האר מידת µ ,lחבורת־ G תהי 16.5 למה
אז פתוחה.

(Dc (G))
ρ(K)

= Cc (G/K) · µ
(Dc (G))

λ(K)
= Cc (K \G) · µ

µ = µl למקרה להתייחס די δ ∈ C (K \G/K) וש µr = δµl ש מאחר ראשית הוכחה:
:µ = µl עם הראשונה הזהות את נוכיח הנוסחאות. בשתי µ = µr או

k ∈ K ,f ∈ Cc (G/K) לכל :⊇

ρ (k) (fµl) = (ρ (k) f) · (ρ (k)µl)

= f ·

δ (k)
−1︸ ︷︷ ︸

1

µl


= fµl

:⊆
ולכן εK = χK · µl ראינו כן כמו .T = T ∗ εK אז ,T ∈ (Dc (G))

ρ(K) תהי

T = T ∗ (χKµl)

= (T ∗ χK)µl ∈ C∞c (G)µl
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k ∈ K לכל לבסוף .T = fµl ש כך f ∈ C∞c (G) קיימת כלומר

fµl = ρ (k) (fµl) = (ρ (k) f)µl

⇐= supp (f − ρ (k) f) = ∅ ⇐= (f − ρ (k) f)µl = 0 ולכן (δ �K= 1 (כי
.T ∈ Cc (G/K)µl ו f ∈ Cc (G/K) כלומר ,f = ρ (k) f

תהי קודם. כמו מיידית ⊇ ההכלה כאן. µ = µr נקח השניה: הנוסחה את נוכיח
ואז Ť = fµl ש כך f ∈ Cc (G/K) יש לכן .Ť ∈ (Dc (G))

ρ(K) אז ,T ∈ (Dc (G))
λ(K)

T = ˇ̌T = f̌µl

∧

= f̌µl

.f ∈ Cc (K \G) ו

Dc (G) על פועלת G אז ומשמאל. מימין האר מידות µl, µr ,lחבורת־ G תהי 16.6 מסקנה
תתי־המרחב ארבעת אז .λ×ρ ע"י Dc (G) על פועלת G×G ו (λ (ע"י ומשמאל (ρ (ע"י מימין

לזה. זה שווים Dc (G) של הבאים

C∞c (G)µl = C∞c (G)µr :A .1

HG = H ב גם מסומנת הקה, אלגברת :B .2

(Dc (G))λ×ρ,s =
⋃
K⊆G

(Dc (G))
(λ×ρ)(K×K)

=
⋃
K⊆G

εK ∗ Dc (G) ∗ εK

:C .3

(Dc (G))λ,s =
⋃
K⊆G

(Dc (G))
λ(K)

=
⋃
K⊆G

εK ∗ Dc (G)

:D .4

(Dc (G))ρ,s =
⋃
K⊆G

(Dc (G))
ρ(K)

=
⋃
K⊆G

Dc (G) ∗ εK

ש מאחר הוכחה:

C∞c (G) =
⋃
K⊆G

C∞c (K \G)

=
⋃
K⊆G

C∞c (G/K)

=
⋃
K⊆G

C∞c (K \G/K)
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.B = C ∩D = C לבסוף, .D = C בפרט, מהלמה. נובעות A = Dו A = C השוויונות

Hecke הקה אלגברת 17

HG
K = HK האלגברה 17.1

נסמן K ⊆ G לכל .lחבורת־ G תהי 17.1 הגדרה

HGK = HK = εK ∗ Dc (G) ∗ εK ⊆ Dc (G)

(כי εK יחידה ובעלת הקונבולוציה פעולת עם אלגברה היא HK תכונה
.(εK = εK ∗ εK ∗ εK ∈ HK

שקולים: הבאים התנאים .T ∈ Dc (G) תהי תיאור

T ∈ HK .1

T = T ∗ εK ו T = εK ∗ T .2

T ∈ (Dc (G))
λ(K) ∩ (Dc (G))

ρ(K) .3

T = εK ∗ T ∗ εK .4

מתקיים בנוסף .V K = εKV ש ראינו .G של חלק מודול V יהי מודולים עם קשרים

V K = HKV = HKV K

הוכחה:

V K = εKV
K ⊆ HKV K ⊆ HKV ⊆ εKV = V K

(εK ∗ T ∗ εK מהצורה הוא HK של איבר שכל מכך נובע HKV ⊆ εKV (המעבר

מודול. HKל הופך V K בפרט,
.HK1

⊆ HK גם מתקיים .V K1 ⊆ V K ש ראינו .K ⊆ K1 ⊆ G עם K1 ⊆ G תהי כעת
ש ראינו אכן,

εKεK1
= εK1

= εK1
εK

ואז

HK1
= εK1

Dc (G) εK1

= εK (εK1
Dc (G) εK1

) εK ⊆ HK
לבסוף

V K1 = εK1
V K = HK1

V K

אכן,

V K1 = εK1
V = εK1

εKV = εK1
V K ⊆ HK1

V K ⊆ HK1
V = V K1
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הקה אלגברת 17.2

נגדיר .lחבורת־ G תהי 17.2 הגדרה

HG = H =
⋃
K⊆G

HK

יחידה). ללא (אולי אלגברה Hש נובע (HK1 ⊆ HK) ⇐= (K ⊆ K1) מתוך תכונה

.1H = δ1G זה ובמקרה דיסקרטית, G אם ורק אם יחידה יש Hל 17.3 הערה
K ′ ⊆ G לכל אז .1H ∈ HK ש כך K ⊆ G קיימת אז יחידה. יש Hשל נניח הוכחה:

.1H = 1HK′ = εK′ לכן .1H ∈ HK ⊆ HK′ מתקיים K ′ ⊆ K עם
בפרט,

(∀K ′ ⊆ K) supp1H = suppεK′ = K ′

,K = {1G} ולכן supp1H = K אז .Kל נחזור לבסוף .supp1H = {1G} נובע מכאן
דיסקרטית. Gו־ פתוחה {1G} ומכאן

ש וראינו פתוחה קומפקטית K0 = {1G} ⊆ G אז דיסקרטית G אם ההפוך, בכיוון
:δ1G = εK0 ∈ H ואז הסופרת, המידת היא µl כאשר εK0 = χ{1G} · µl

(f ∈ C∞c (G))

〈εK0
, f〉 =

〈
χ{1G}µl, f

〉
=

〈
µl, χ{1G}f

〉
= f (1G)

= 〈δ1G , f〉

אידאל ותכונת נוספים תיאורים

HG = C∞c (G)µl

= C∞c (G)µr

=
⋃
K⊆G

εK ∗ Dc (G)

=
⋃
K⊆G

Dc (G) ∗ εK

.Dc (G)ב דו־צדדי אידאל הוא HG 17.4 מסקנה
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(H (G) =)C∞
c −→ HG : f 7→ fµ האיזומורפיזם 17.3

הלינארית שהטרנספורמציה ראינו משמאל. או מימין האר מידת µ תהי

η : C∞c (G) −→ HG

f 7→ fµ

על. היא

תכונות

fµl = 0 אם (כי חד־חד־ערכית. η בפרט ,supp (fµl) = suppf∩suppµl︸ ︷︷ ︸
G

= suppf .1

(f = 0 כלומר supp (f) = ∅ ולכן supp (fµl) = ∅ אז

K ⊆ G לכל .2

η �Cc(K\G/K): Cc (K \G/K) −→ HGK
∩ ∩

C∞c (G) −→ HG

.Gל ביחס ומשמאל מימין איזומורפיזם µ כי איזומורפיזם, הוא

.
(
fµl

∧)
= f̌ · µl∧= f̌ · δ · µl ו µl∧= δ · µl ש ראינו אכן, .

(
fµl

∧)
= f̌ · δ · µl .3

בסיסים 17.4

.K ⊆ G תהי

f ·µr = δ (g0) fµl אז suppf ⊆ Kg0K ש כך g0 ∈ G וקיים f ∈ C∞c (G) אם 17.5 הערה
פרופורציונליות. fµr ו fµl בפרט, .(Kg0K על קבועה δ (כי

מתקיים t, s ∈ G לכל כן, כמו

χsKµl = (λ (s)χK)µl

= λ (s) (χKµl)

= λ (s) (εK)

= δs ∗ εK

χKtµr =
(
ρ
(
t−1
)
χK
)
µr

=
(
ρ
(
t−1
)
χKµr

)
= ρ

(
t−1
)

(εK)

= εK ∗ δt
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הבסיסים תיאור

בסיס נקבל ממנו G =
⋃
· i∈I siK הזר לפירוק נתייחס .1

{χsiKµl = δsi ∗ εK}i∈I

.{χsiKµr}i∈I לקחת גם ואפשר ,Dc (G)
ρ(K)

= Hρ(K) ל

בסיס נקבל G =
⋃
· i∈I Kti הזר מהפירוק .2

{χKtiµr = εK ∗ δti}i∈I

.{χKtiµl}i∈I לקחת גם ואפשר ,Dc (G)
λ(K)

= Hλ(K) ל

לקחת גם ואפשר HGK ל
{
χKgjKµl

}
j∈J בסיס נקבל G =

⋃
j∈J KgjK מהפירוק .3

.
{
χKgjKµr

}
j∈J

.µr (K) = µl (K) = 1 כאן 17.6 הערה

g ∈ G שלכל לב נשים זה בסיס תיאור

εK ∗ δg ∗ εK ∈ HK

ש כך יחידה ϕ ∈ Cc (K \G/K) יש ולכן

εK ∗ δg ∗ εK = ϕµl

כן, כמו

suppϕ = supp (εK ∗ δg ∗ εK) ⊆ KgK

.ϕ = cχKgK ש כך c ∈ C שיש נובע
ומשמאל, מימין Kל ביחס להזזות אינווריאנטית f ..= χKgK ש לב נשים ,c לחישוב

(S = δg וכאן כללית, S (עבור ש ראינו מכאן

〈εK ∗ δg ∗ εK , χKgK〉 = 〈δg, χKgK〉 = 1

לכן

1 = 〈εK ∗ δg ∗ εK , χKgK〉 = 〈ϕµl, χKgK〉 = 〈µl, ϕχKgK〉
=

〈
µl, cχ

2
KgK

〉
= 〈µl, cχKgK〉
= cµl (KgK)

.c = 1
µl(KgK) ולכן

נתון HK ל בסיס לכן .0 < קבוע עם פרופורציונליות χKgKµl ו εK ∗ δg ∗ εK כלומר,
.
{
εK ∗ δgj ∗ εK

}
j∈J ע"י
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וקונבולוציה הקה אלגברת 17.5

(1) וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם שיש ראינו

(H (G) =)C∞c (G)
≈−→ HG

f 7→ fµl

(2) איזומורפיזם הצמצום K ⊆ G ולכל

(H (G,K) =)Cc (K \G/K)
≈−→ HGK

f 7→ fµl

(f 7→ fµr = δfµl לקחת גם (ואפשר
ללא (בד"כ לאלגברה הופך C∞c (G) ש נובע יחידה) ללא (בד"כ אלגברה HGש מאחר
איזומורפיזם (2) שגם נקבל ואז אלגבראות, של איזומורפיזם הוא ש(1) הדרישה עם יחידה)
H (G,K) = C∞c (K \G/K) של והיחידה ,(εK יחידה לHGKיש (כי יחידה עם אלגבראות של

.(HGK של היחידה εK = χKµK (כי χK היא

ש נובע דיסטריבוציות), של בכרקטר (ככפל δ· : Dc (G)
≈→ Dc (G) ש מאחר 17.7 הערה

ב (1) את נחליף אם ולכן אוטומורפיזם, δ· : HG ≈−→ HG

f 7→ fµr = δfµl

אחרת). בצורה כתובה (אולי H (G,K) ו H (G) על מכפלה אותה נקבל

קונבולוציה. ־ ב∗ (H (G,K) (וב H (G)ב הכפל את גם נסמן

הקונבולוציה: ע"י נתון (H (G,K)וב) H (G)ב הכפל 17.8 טענה

(h, f ∈ H (G) = C∞c (G)) (h ∗ f) (x) =

∫
G

h (y) f
(
y−1x

)
dµl (y)

עפ"י: נקבעת h ∗ f ∈ C∞c (G) (בדיקה): הוכחה:

(hµl) ∗ (fµl) = (h ∗ f)µl

ראינו פונקציה עם דיסטריבוציה של קונבולוציה על בפרק אבל

(hµl)︸ ︷︷ ︸
T

∗ (fµl) =

(hµl)︸ ︷︷ ︸
T

∗f

µl

כאשר

((hµl) ∗ f) (x) =

∫
G

f
(
y−1x

)
d (hµl) (y)

=

∫
G

h (y) f
(
y−1x

)
dµl (y)
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אלגברה). HG ש (ראינו אסוציאטיבי H (G) על ∗ 17.9 הערה

1H(G,K) = χK 17.10 הערה

הקונבולוציה ע"י נתון (H (G,K)וב) H (G)ב הכפל 17.11 טענה

(h, f ∈ H (G) = C∞c (G)) (h ∗ f) (x) =

∫
G

h (y) f
(
y−1x

)
dµl (y)

(h ∗ f) (x) =

∫
G

h
(
xy−1

)
f (y) dµr (y)

נוספות: נוסחאות

(h ∗ f) (x) =

∫
G

h (xy) f
(

(xy)
−1
x
)
dµl (y)

=

∫
G

h (xy) f
(
y−1

)
dµl (y)

=

∫
G

h
(
xy−1

)
f (y) dµr (y)

.µr = µl

∧

= δµl כי נכון האחרון השוויון

חבורות של מכפלה 17.6

.lחבורות־ G1, G2 תהיינה
.G1×G2 על משמאל האר מידת µ = µ1⊗µ2 אז .G1, G2 על משמאל האר מידות µ1, µ2

בתרשים נסתכל

C∞c (G1)⊗ C∞c (G2) = H (G1)⊗H (G2) −→
f1⊗f2 7→f1f2

H (G1 ×G2) = C∞c (G1 ×G2)

f1 ⊗ f2 7→ (f1µ1)⊗ (f2µ2) ↓ ↓ f 7→ fµ

Dc (G1)⊗Dc (G2) −→
T⊗aS 7→T⊗S

Dc (G1 ×G2)

((f1f2) (x, y) = f1 (x) f2 (y) (עם

חילופי. התרשים 17.12 טענה

ש להוכיח צריך הוכחה:

(f1µ1)⊗ (f2µ2) = (f1f2)µ

(f1µ1)⊗ (f2µ2) = (f1f2)µ1 ⊗ µ2
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.ϕ2 ∈ C∞c (G2) ו ϕ1 ∈ C∞c (G1) כאשר ϕ = ϕ1ϕ2 ∈ C∞c (G1 ×G2) על זאת לבדוק די
ואכן

〈(f1µ1)⊗ (f2µ2) , ϕ〉 = 〈f1µ1, ϕ1〉 〈f2µ2, ϕ2〉
= 〈µ1, f1ϕ1〉 〈µ2, f2ϕ2〉
= 〈µ1 ⊗ µ2, (f1ϕ1) (f2ϕ2)〉
= 〈µ1 ⊗ µ2, (f1f2) (ϕ)〉
= 〈(f1f2) (µ1 ⊗ µ2) , (ϕ)〉

יחידה), ללא (בד"כ אלגבראות של איזומורפיזם הוא בדיאגרמה העליון החץ 17.13 מסקנה
אלגבראות. של טנזורית מכפלה של כפל הוא ומשמאל קונבולוציה הוא מימין הכפל כאשר

החצים כפליות. להוכיח וצריך וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם שזהו בעבר ראינו הוכחה:
η→↓θ גם ולכן אלגבראות של הומומורפיזם ↓→ ולכן אלגבראות של הומומורפיזמים הם ↓→↓

לבסוף: חד־חד־ערכית. θו הומומורפיזם,

(θ ◦ η) (f1 ⊗ f2) = (θ ◦ η) (f1)⊗ (θ ◦ η) (f2)

= θ (η (f1)⊗ η (f2))

של איזומורפיזם ולכן אלגבראות של הומומורפיזם ηש נובע חד־חד־ערכית θש מאחר
אלגבראות.

ש נקבל דיסטריבוציות בעזרת הקה אלגברות את נתאר אם 17.14 מסקנה

HG1 ⊗HG2
≈−→ HG1×G2

T ⊗a S 7→ T ⊗ S

אלגבראות. של איזומורפיזם

(כרגיל K = K1×K2 ⊆ G1×G2 ונסמן ,K2 ⊆ G2 ,K1 ⊆ G1 תהיינה כעת 17.15 מסקנה
לכן .f = f1f2 ∈ H (G,K) אז f1,2 ∈ H (G1,2,K1,2) שאם ברור פתוחות). קומפקטיות
יוצר (H (G1)⊗H (G2) ≈

f1⊗f2 7→f1f2

H (G1 ×G2)) מקודם אלגבראות של האיזומורפיזם

אלגבראות: של חד־חד־ערכי הומומורפיזם

H (G1,K1)⊗H (G2,K2) −→ H (G,K)

f1 ⊗ f2 7→ f1f2

שהוא להראות די איזומורפיזם. שזהו נראה .χK1
· χK2

= χK כי ליחידה נשלחת ויחידה
בתמונה. χKξK הפונקציה כי מתקיים ξ = (ξ1, ξ2) ∈ G שלכל לבדוק די כך לצורך על.

מתקיים אבל

χK1ξ1K1
· χK2ξ2K2

= χKξK
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(?) מידה עם אלגבראות של איזומורפיזם יש דיסטריבוציות של בשפה 17.16 מסקנה

HG1

K1
⊗HG2

K2

≈−→ HG1×G2

K1×K2

T ⊗a S 7→ T ⊗ S

ו חלקות הצגות (π2, V2) ,(π1, V1) תהיינה בנוסף, מודולים של טנזורית למכפלה יישום
אז .K = K1 ×K2 ⊆ G1 ×G2 = G ואז K2 ⊆ G2 ,K1 ⊆ G1

(V1 ⊗ V2)
K1×K2

(
= V K1 ⊗ V K2

)
HG1

K1
⊗ HG2

K2
ל הופך (V1 ⊗ V2)

K1×K2 האחרונה, המסקנה לפי מודול. HG1×G2

K1×K2
הוא

מודול.
ל ישירות זה וקטורי מרחב הופך (V1 ⊗ V2)

K1×K2 = V K1 ⊗ V K2 השוויון שני, מצד
נובע (בדיקה): הוכחה: זהים. HG1

K1
⊗ HG2

K2
של אלה מבנים שני מודול. HG1

K1
⊗ HG2

K2

מהנוסחה ישירות או מהתרשים,

(π1 ⊗ π2) (T ⊗ S) = π1 (T )⊗ π2 (S)

(T ∈ Dc (G1) , S ∈ Dc (G2))

הקה אלגברת מעל מודולים 18

מנוון לא נקרא M A־מודול. M ו יחידה) בלי (אולי אלגברה A תהי (מינוח): 18.1 הגדרה
.M = AM אם

18.2 הערה

אז ,v ∈M לכל 1Av = v גם אם כלומר כיחידה, הפועלת יחידה, עם אלגברה A אם .1
.(M = 1AM (כי מנוון לא M

אם מנוון לא M אז H־מודול, הוא M ו הקה אלגברת HG ..= H ,lחבורת־ G אם .2
.v = εKv ש כך K ⊆ G יש v ∈M לכל אם ורק

שוויון יש מנוון לא M אם הוכחה:

v =
∑
�nite

hivi

(vi ∈M,hi ∈ H)

ולכן i לכל hi = εK ∗ hi ואז i לכל hi ∈ HK = εK ∗ H ∗ εK עם K ⊆ G ויש
.v = εKv

מנוון. לא הוא מנוון לא H־מודול של תת־מודול 18.3 מסקנה
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Dc (G)ל הופך M אז חלק. G־מודול M ויהי הקה, אלגברת H ,lחבורת־ G תהי כעת
ומכאן חלק) M (כי v ∈ MK עם K ⊆ G יש v ∈ M ולכל מודול, Hל ובפרט מודול,

מנוון. לא H־מודול הוא M ולכן v ∈ εKM
העתקה קיבלנו

α : {Smooth G-modules} −→
{
Non-degenerate HG-modules

}
וקטוריים. מרחבים של המבנה על השומרת

כH־ M של המבנה בעזרת MK = εKM ע"י ישירות לתאר ניתן MK את 18.4 הערה
מודול.

לינארית טרנספורמציה τ : M → N חלקים, G־מודולים שני M,N יהיו הומומורפיזמים
שקולים: הבאים התנאים וקטוריים). מרחבים (בין

גם τש ראינו כי : ⇐= (בדיקה): הוכחה: HG־הומומורפיזם. τ ⇐⇒ G־הומומורפיזם τ
(π (T ) v מתיאור כמסקנה הופיע (זה הומומורפיזם. Dc (G)

G של ההצגה את πב נסמן .v ∈ MK עם K ⊆ G תהי .g ∈ G ,v ∈ V יהיו : =⇒
אז: .M על

τ (gv) = τ (π (δg) v)

= τ (π (δg)π (εK) v)

= τ (π (δg ∗ εK) v)

= π (δg ∗ εK) τ (v)

= π (δg)π (εK) τ (v)

= g (τ (π (εK) v))

= gτ (v)

18.5 מסקנה

τ : M → N ⇐⇒ G־מודולים של איזומורפיזם τ : M → N סימונים באותם .1
כט"ל) הפיך τש הוא התנאי (כי H־מודולים. של איזומורפיזם

M על חלק G־מודול של אחד מבנה היותר לכל יש אז מנוון, לא H־מודול M יהי .2
חד־חד־ערכית. α כלומר .M הH־מודול של הנתון המבנה את המשרה

של הנתון המבנה את M על המשרים חלקים G־מודולים שני M1,M2ב נסמן הוכחה:
זהו אז .τ = idM : M1 → M2 הלינארית לטרנספורמציה 1 את ניישם אז H־מודול.
M1 = M2 לכן .(1 (לפי G־מודולים של איזומורפיזם זהו ולכן H־מודולים של איזומורפיזם

כG־מודולים). (גם
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תת־מודולים

תת N ⊆ M יהי מנוון). לא כH־מודול M את (ונתאר חלק. G־מודול M יהי 18.6 טענה
H־מודול. תת N ⊆M אז ⇐⇒ G־מודול תת N ⊆M אז וקטורי. מרחב

L′ ⊆ L אז וקטורי, מרחב תת L′ ⊆ L ו אלגברה) או חבורה (מעל מודול L אם 18.7 הערה
של הומומורפיזם inc : L′ ↪→ L שההכלה כך מודול של מבנה L′ על יש ⇐⇒ תת־מודול

מודולים.

שההכלה כך G־מודול של מבנה N על יש ⇐⇒ G־מודול תת N ⊆M הוכחה:
H־ של מבנה N על יש ⇐⇒ אוטומטית). חלק N (ואז G־הומומורפיזם inc : N ↪→ M
⇐⇒ אוטומטית). מנוון לא N (ואז H־הומומורפיזם inc : N ↪→ M שההכלה כך מודול

.M של H־מודול תת N

כH־ אי־פריק M ⇐⇒ כG־מודול אי־פריק M אז חלק G־מודול M אם 18.8 מסקנה
מודול.

ההפוך בכיוון העתקה נבנה

β :
{
Non-degenerate HG-modules

}
−→ {Smooth G-modules}

וקטוריים. מרחבים של המבנה על השומרת
g ∈ G לכל .v = εKv ש כך K ⊆ G ויהי v ∈ M יהי מנוון. לא H־מודול M יהי

.gv = (δg ∗ εK) v נגדיר

מתקיים תוצאה. אותה נותן K1 ⊆ K ⊆ G ש להראות די :K בבחירת אי־תלות

εK1
v = εK1

(εKv)

= (εK1
∗ εK) v

= εKv

= v

ו

(δg ∗ εK1) v = (δg ∗ εK1) (εKv)

= (δg ∗ εK1 ∗ εK) (v)

= (δg ∗ εK) (v)

G־מודול: M

מיידי ־ 1Gv = v .1

104



לעיל: בסימונים .g1, g2 ∈ G יהיו .2

εgKg−1 (gv) = εgKg−1 ((δg ∗ εK) v)

=
(
εgKg−1 ∗ (δg ∗ εK) v

)
=

(
δg ∗ εK ∗ δg−1 ∗ (δg ∗ εK) v

)
= (δg ∗ εK ∗ εK) v

= (δg ∗ εK) v

ולכן

g1 (gv) =
(
δg1
∗ εgKg−1

)
(gv)

=
((
δg1
∗ εgKg−1

)
∗ (δg ∗ εK)

)
(v)

=
((
δg1 ∗

(
δg ∗ εK ∗ δg−1

))
∗ (δg ∗ εK)

)
(v)

= ((δg1 ∗ δg) ∗ εK) (v)

= (δg1g ∗ εK) (v)

= (g1g) v

k ∈ K לכל לעיל: בסימונים כי חלק, M

kv = (δk ∗ εK) v = εKv = v

.v ∈MK כלומר

לשנייה. אחת הופכיות βו α 18.9 טענה

הוא β ◦ α שגם נקבל חח"ע αש ומאחר αβα = α ואז הזהות הוא α ◦ βש נראה הוכחה:
הזהות.

.(h ∈ H ,v ∈M ) M על H של הפעולה את h · v ב נסמן מנוון. לא H־מודול M יהי
G של המתאימה ההצגה את πב ונסמן ,M על חלק G־מודול של מבנה נקבל β בעזרת

להוכיח צריך .H של המתאימה ההצגה את π1וב

(h ∈ H, v ∈M) π (h) v = h · v

אז K1 ⊆ K אם מנוון). לא M ) εKv = v ש כך K ⊆ G תהי

εK1
v = εK1

∗ (εKv)

= (εK1
∗ εK) (v)

= εKv

= v

ש π להצגה ביחס גם מתקיים .h ∈ Hρ(K) ש ולהניח K את להקטין ניתן ולכן

v ∈ Mπ(K) = Mπ1(K)

כי

π (k) v = (δk ∗ εK) v = εKv = v
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מהצורה: תיאור יש h ∈ Hρ(K)ל .π1 (εK) v = v ש נובע v ∈Mπ1(K) ש מאחר

(
zi∈C
gi∈G

)
h =

∑
�nite

zi (δgi ∗ εK) =

(∑
�nite

ziδgi

)
∗ εK

(Hρ(K) של בסיס {δgi ∗ εK} הקבוצה כי (ראינו
כעת:

π (h) v =
∑

ziπ (δgi)π (εK) v

=
∑

ziπ (δgi) v

כלומר .β בניית לפי v על gi ∈ G האיבר פעולת היא π (δgi) v אבל

π (δgi) v = (δgi ∗ εK) · v

ולכן:

π (h) =
∑
�nite

ziπ (δgi)π (εK) v

=
∑
�nite

zi (δgi ∗ εK) v

=

(∑
�nite

(zi (δgi ∗ εK))

)
v

= hv

HG
K ושל G של אי־פריקות הצגות 19

K ⊆ G עבור מנוון. לא H־מודול M אז (π הצגה (עם חלק G־מודול M יהי 19.1 הערה
.εK יחידה עם אלגברה HK ו HK־מודול, הוא MK = εKM ואז HK = εKHεK מתקיים

.[BZ]ב πKב מסומנת MK על HK של ההצגה

הH־מודול הוא N ⊆ M ואם מודול HKתת־ N ′ ⊆ MK אם האלה, בסימונים 19.2 למה
אז ,N ′ ע"י הנוצר G־מודול) (או

εKN = NK = N ′

נרשום הוכחה:

N = N ′ +HN ′
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(N ′ עם לחבר צריך ולכן יחידה אין אולי Hל)

N = N ′ +HN ′ = εKN
′ +HN ′

= HN ′ = HεKN ′

ולכן:

NK = εKN

= εK (HεKN ′)
= (εKHεK)N ′

= HKN ′

= N ′

יחידה. יש HKל כי נכון האחרון השוויון כאשר

לעיל: בסימונים 19.3 טענה

מודול HK הוא MK או MK = 0 מתקיים K ⊆ G לכל אז אי־פריק M אם .1
אי־פריק.

הוא MK או MK = 0 ש כך K ⊆ K1 עם K ⊆ G יש K1 ⊆ G שלכל נניח .2
אי־פריק. M אז אי־פריק, HK־מודול

אי־פריק. מודול HK MKהוא MKאו = 0 ,K ⊆ G לכל ⇐⇒ Mאי־פריק 19.4 מסקנה

הוכחה:

0 6= N ′ $MK יש הלמה בסימני מודול. HKכ ופריק MK 6= 0 נניח השלילה, בדרך .1
N 6= M ולכן NK = N ′ עם N ⊆M H־מודול תת נקבל מהלמה מודול. HKתת־

סתירה. פריק, M ולכן ,(N ′ 6= 0 (כי N 6= ו0 (NK = N ′ 6= MK (כי

ו M/N 6= 0 ש מאחר תת־H־מודול. 0 6= N $M פריק: Mש נניח השלילה, בדרך .2
.NK1 6= 0 ו (M/N)

K1 6= 0 ש כך K1 ⊆ G יש חלקים, N 6= 0

.NK 6= 0 ו (M/N)
K 6= 0 מתקיים K ⊆ K1 עם K ⊆ G לכל אז

ש מאחר

0 −→ NK −→MK −→ (M/N)
K → 0

סתירה. מודול, HK כ פריק MKש נובע מדויקת,

.MK ∼= N ש כך ,M פשוט חלק G־מודול קיים ,N פשוט HK־מודול לכל 19.5 טענה
מודולים). HK של (איזומורפיזם

הוכחה:
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HK־מודול לתת HK־איזומורפי הוא Nש כך מנוון לא L H־מודול נמצא ראשון: שלב
.N ⊆ LK הקבוצות: תורת של ברמה N שינוי אחרי כלומר ,LK של

ש כך I ⊆ HK מקסימלי משמאל אידאל יש לכן אי־פריק). (כי ציקלי HK הוא N
במשפט ומשתמשים HK→Nh7→h·v ההעתקה על ומסתכלים 0 6= v ∈ N (לוקחים .N ∼= HK/I

השלישי) האיזומורפיזם ממשפט מקסימלי שהאידאל מסיקים הראשון. האיזומורפיזם
ו H =

⋃
K⊆GHK (כי מנוון. לא משמאל H־מודול בעצמו הוא H כן, כמו

J ⊆ Hב נסמן .N ′ = I עם בלמה נשתמש מודול. HKתת־ I ⊆ HK ו (HK = εKHK
הלמה לפי .I ע"י הנוצר H של H־מודול התת את

I = JK = εKJ

מתוך

0 −→ J −→ H −→ H/J −→ 0

מקבלים מדויקת,

0 −→ JK −→ HK︸︷︷︸
=HK=εKH

−→ (H/J)
K −→ 0

לבסוף: מורפיזמים. HK של מדויקת סדרה

N ∼=
HK
I

=
εKHεK
JK

⊆ εKH
JK

∼= (H/J)
K

.L = H/J לקחת אפשר ולכן

(עם הלמה ולפי מנוון לא M אז ,N ע"י הנוצר L של תת־מודול M יהי שני: שלב
.MK = N ש נובע (N ′ = N

לתכונה ביחס מקסימלי H־מודול תת Mב קיים צורן, לפי שלישי: שלב
,N = MK = V K = 0 ואז V = M אחרת (כי M/V 6= 0 אז .εKV = V K = 0

סתירה).
אז H־מודול. תת V $W $M יהי אכן, פשוט. H־מודול הוא M/V ש נראה

ולכן פשוט, HK־מודול N אבל זו), לתכונה ביחס מקסימלי V (כי 0 6= WK ⊆MK = N
ולכן ,WK = N את מכיל H־מודול שהינו W ו כH־מודול N ע"י נוצר M אבל .WK = N

פשוט. מודול M/V לכן סתירה. .W = M
מנוונים לא H־מודולים של המדויקת הסדרה מתוך לבסוף,

0 −→ V −→M −→M/V −→ 0

HK־מודולים של מדויקת סדרה נקבל

0 −→ V K︸︷︷︸
=0

−→MK −→ (M/V )
K −→ 0

.M/V את לקחת וניתן MK ∼= (M/V )
K ולכן
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ש ראינו קומפקטיות. פתוחות תת־חבורות K ⊆ K1 ⊆ G ש נניח 19.6 מסקנה
אז פשוט, HK־מודול N יהי .HK1 ⊆ HK

HK1N = εK1N

.0 או HK1־פשוט
הוא

HK1־מודול V
K1 או V K1 = 0 אז ,N = V K עם פשוט, חלק G־מודול V יהי הוכחה:

ש ראינו אבל פשוט.

HK1V
K = V K1

HK1־פשוט. או 0 הוא HK1N ולכן HK1N
∼= V K1 מודולים HK1 של איזומורפיזם יש ולכן

ולכן εK1HK1 = HK1 לבסוף,

εK1N ⊆ HK1N = εK1HK1N ⊆ εK1N

.HK1
N = εK1

N ומכאן

ש כך K ⊆ G קיים אם פשוטים. G־מודולים שני M1,M2 יהיו 19.7 טענה
G־ של (איזומורפיזם M1

∼= M2 אז HK־מודולים) של (איזומורפיזם MK
1
∼= MK

2 6= 0
מודולים).

⇐⇒ פשוט G־מודול M כי (ראינו מודולים Hכ MK
1 ,MK

2 ע"י נוצרים M1, M2 הוכחה:
לכן פשוט). H־מודול M

M1 = MK
1 +HMK

1

= εKM
K
1 +HMK

1

= HMK
1

להגדיר נרצה HK־איזומורפיזם. ϕ : MK
1 →MK

2 יהי .M2ל דומה ובאופן

(
ti∈MK

1
hi∈H

)
f

(∑
�nite

hiti

)
=
∑
�nite

hiϕ (ti)

M1,M2 כי G־איזומורפיזם יהיה (זה הדרישות. על עונה שהוא ברור מוגדר, הוא אם
פשוטים)

צ"ל ∑לכן
hiti = 0 =⇒

∑
hiϕ (ti) = 0

נסמן

N =


∑

hiϕ (ti)︸ ︷︷ ︸
∈M2

|
∑

hiti︸ ︷︷ ︸
∈M1

= 0


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לכל כלומר, .N = M2 אז N 6= 0 אם ולכן H־מודול, תת הוא N ⊆ M2 .N = 0 צ"ל
תיאור יש v ∈M2

v =
∑

hiϕ (ti)

לסתירה. נגיע .
∑
hiti = 0 עם

εKv =
∑

εKhiϕ (ti)

︸︷︷︸
ti∈MK

1 =εKM1

=⇒ ti=εKti

=
∑

εKhiϕ (εKti)

=
∑

εKhiεKϕ (ti)

= ϕ
(∑

εKhiεKti

)
= ϕ

(
εK
∑

hiεKti

)

︸︷︷︸
ti=εKti

= ϕ

εK∑hiti︸ ︷︷ ︸
0


= 0

סתירה. MK
2 = εKM2 = 0 לכן

מתאים N מודול HK לכל ולכן HK1 ⊆ HK ראינו .K ⊆ K1 ⊆ G נניח 19.8 מסקנה
HK1־מודול

HK1N = εK1N

(ראינו). HK1־פשוט
או 0 הוא εK1

N אז פשוט HK־מודול N אם .1

(איזומורפיזם εK1N
∼= N1 ש כך N פשוט HKמודול קיים N1 פשוט HK1־מודול לכל .2

HK־מודולים. של איזומורפיזם כדי עד יחיד באופן נקבע N ו HK1־מודולים) של

הוכחה:

נסמן .N1 = εK1
V
(
= V K1 = HK1

V
)
ש כך V פשוט חלק G־מודול קיים קיום:

אז .N = εKV
(
= V K = HKV

)
εK1N = εK1εKV = εK1V = N1

.0 היה N1 = εK1
N כי ,N = 0 כי ייתכן לא אבל פשוט, HK או 0 הוא Nש ידוע כן וכמו

פשוט. HK־מודול N לכן
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פשוט חלק G־מודול קיים .εK1N
′ ∼= N1 עם נוסף פשוט HK־מודול N ′ יהי יחידות:

עם V ′

N ′ = εKV
′ = (V ′)

K

נובע: אז

(V ′)
K1 = εK1V

′

= εK1εKV
′

= εK1N
′ ∼= N1︸︷︷︸

6=0

= V K1

פשוט) N1 כי N1 6= 0)
N ′ = εKV

′ ∼= εKV = N ולכן כH־מודולים, V ∼= V ′ ש נובע הקודמת מהטענה
HK־מודולים). של (איזומורפיזם

מותרות הצגות 20

לכל ואם חלקה היא אם מותרת נקראת G של (π, V ) הצגה .lחבורת־ G תהי 20.1 הגדרה
.dimC V

K <∞ פתוחה קומפקטית K ⊆ G תת־חבורה

.V K1 ⊆ V K אז K ⊆ K1 אם 20.2 הערה

חלקים G־מודולים של מדויקת סדרה 0 −→ V1 −→ V2 −→ V3 −→ 0 אם 20.3 הערה
מותרים. V3ו V1 ⇐⇒ מותרת V2

.0 −→ V K1 −→ V K2 −→ V K3 −→ 0 ,(K ⊆ G) הסדרה מדיוק מיידית הוכחה:

איזוטופיים מרכיבים בעזרת איפיון 20.1

קבוצת K̂ב נסמן .K ⊆ G ,G של חלקה הצגה (π, V ) תהי והערות: תזכורת סימונים,
.K של אי־פריקות הצגות של נציגים

ולכן למחצה פשוט K־מודול הוא V וש dimC (Vρ) < ∞ מתקיים ρ ∈ K̂ שלכל ראינו אז

V ρ = V
⊕
Iρ

ρ תיאור יש (ρ מטיפוס איזוטופי (מרכיב V ρ לכל כאשר V =
⊕

ρ∈K̂ V
ρ

.dimV ρ <∞ ⇐⇒ סופית IP ⇐⇒ l (V ρ) <∞ ו קבוצה, Iρ כאשר

(תת־חבורה Kerρ / K ו (dimC V
ρ <∞ (כי פתוחה Kerρ ⊆ G ,ρ ∈ K̂ לכל 20.4 הערה

נורמלית).
פירוק יש אז (ρ ∈ K̂) K1 ⊆ Kerρ אם K1 / K בהנתן ההפוך, בכיוון

ρ : K −→ K/K1
ρ1−→ GL (V ρ)

פתוחה. K1 / K לכל ועל חד־חד־ערכית התאמה יש כן וכמו

{
Elements ρ ∈ K̂ | K1 ⊆ Kerρ

}
↔ {Irreducible representations of K/K1 up to equivalence}

(?)
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סופית. משמאל הקבוצה 20.5 מסקנה

שקולים: הבאים התנאים .G של חלקה הצגה (π, V ) תהי 20.6 טענה

מותרת π .1

(ρ ∈ K̂ (לכל l (V ρ) <∞ ,K ⊆ G לכל .2

(ρ ∈ K̂ (לכל l (V ρ) <∞ ש כך K ⊆ G קיימת .3

.dimC V
ρ = ∞ עם ρ ∈ K̂ ו K ⊆ G שקיימת נניח השלילה. בדרך :2 ⇐= 1 הוכחה:

.V ρ ∼= V
⊕
Iρ

ρ ש ידוע
ולכן V ρ ⊆ V Kerρ = V K1 ואז פתוחה), K1 (כי K1 ⊆ G אז ,K1 = Kerρ נסמן

סתירה. מותרת, לא πו dimC V
K1 = dimC V

ρ =∞
מיידי. :3 ⇐= 2

K1 ⊆ K כי להניח אפשר .K1 ⊆ G לכל dimC V
K1 <∞ ש להוכיח צריך :1 ⇐= 3

K־שמור. הוא V K1ש נובע K1 / K ש מאחר .K1 / K ואפילו
)אכן,

v∈V K
k1∈K1
k∈K

)
k1 (kv) =

= k︸︷︷︸
K

(
k−1k1k

)︸ ︷︷ ︸
∈K1

(v)

= kv

הוא כK־מודול ,V K1 של הפירוק לכן

V K1 =
⊕
ρ∈K̂

(
V K1

)ρ
=

⊕
ρ∈K̂

(
V K1 ∩ V ρ

)
ש כללי באופן וראינו סופי שהאורך נתון (כי (ρ ∈ K̂ (לכל dimC (V ρ) <∞ ש }נתון

ρ ∈ K̂ | V K ∩ V ρ 6= 0
}

שהקבוצה להוכיח די לכן קומפקטית). Kל dimC Vρ < ∞
סופית.

קיימת לכן .V ρ ∼= V
⊕
Iρ

ρ של תת־מודול V K1 ∩ V ρ ולכן K־מודול הוא V K1 כעת,
ש כך Jρ ⊆ Iρ קבוצה

V K1 ∩ V ρ ∼= V
⊕
Jρ

ρ

לתת־K־ ובפרט V K1 ∩ V ρ של לתת־מודול איזומורפי Vρ אז ,V K1 ∩ V ρ 6= 0 אם לכן
שהקבוצה וראינו K1 ⊆ Kerρ כלומר ,Vρ על טריוואלי באופן פועל K1 לכן .V K1 של מודול

סופית. אכן
{
ρ ∈ K̂ | K1 ⊆ Kerρ

}
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כרקטרים 20.2

rankT = עם לינארית טרנספורמציה T : V → V ו (C (מעל וקטורי מרחב V יהי
.dimC (ImT ) <∞

בתחום צמצום ,T �Lב נסמן .dimC L < ∞ עם וקטורי תת־מרחב ImT ⊆ L ⊆ V יהי
.trT = tr (T �L) ונגדיר ובטווח,

.L′ = L ⊕ L′′ נפרק ,dimC L
′ < ∞ עם נוסף תת־מרחב L ⊆ L′ יהי :Lב אי־תלות

כך: נראית T �L′ אז

T �L′ =

(
T �L ∗

0 0

)
L
L′′

.tr (T �L) = tr (T �L′) ולכן

T ′ = STS−1 : אז איזומורפיזם. S : V → V ′ ו נוסף וקטורי מרחב V ′ יהי הצמדה:
מקיימת V ′ → V ′

tr (T ) = tr (T ′)

אם ורק אם מותרת π אז ,G של חלקה הצגה (π, V ) תהי מותרות: הצגות של נוסף אפיון
מתקיים K ⊆ G לכל אז התנאי, מתקיים π אם הוכחה: .T ∈ HG לכל rankπ (T ) <∞

dimV K = dim (π (εK)V ) = rank (π (εK)V ) <∞

ואז T ∈ HGK ש כך K ⊆ G קיים .T ∈ HG מותרת, π כי נניח ההפוך, בכיוון
ולכן T = εKTεK

Imπ (T ) ⊆ Imπ (εK) = V K

סופי. ממימד Imπ (T ) גם ומכאן סופי ממימד V K אבל

מותרת הצגה של עקבה

ע"י trπ ∈ D (G) דיסטריבוציה נגדיר .G של מותרת הצגה (π, V ) תהי 20.7 הגדרה

(trπ) (f) = 〈trπ, f〉

= tr

π
 fµl︸︷︷︸
∈HG




.π של הכרקטר נקראת trπ הדיסטריבוציה
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.trπ1 = trπ2 ⇐= π1
∼= π2 שקילות:

נסמן .g0 ∈ G יהי .G של מותרת הצגה (π, V ) תהי 20.8 טענה

cg0 : G → G

x 7→ g0xg
−1
0

אז

cg0
(trπ) = δ (g0)

−1 · trπ

מתקיים T ∈ HG ל כי ראינו הוכחה:

cg0
(T ) = δg0

∗ T ∗ δg−1
0

ולכן

tr (π (cg0 (T ))) = tr
(
π
(
δg0 ∗ T ∗ δg−1

0

))
= tr

(
π (g0)π (T )π

(
g−1

0

))
= tr (π (T ))

f ∈ C∞c (G) ל כעת

〈cg0
(trπ) , f〉 =

〈
trπ, c−1

g0
(f)
〉

= tr
(
π
(
c−1
g0

(f) · µl
))

מתקיים

tr
(
π
(
c−1
g0

(f) · µl
))

= tr
(
π
(
c−1
g0

(f) · c−1
g0

(cg0
(µl))

))
= tr (π (f · cg0

(µl)))

מתקיים כי ראינו

cg0µl = ρ (g0)λ (g0)µl

= ρ (g0)µl

= δ (g0)
−1
µl

ולכן

〈cg0
(trπ) , f〉 = tr

(
π
(
c−1
g0

(f) · µl
))

= tr (π (f · cg0
(µl)))

= tr
(
π
(
f · δ (g0)

−1
µl

))
= δ (g0)

−1 · tr (π (f · µl))

=
〈
δ (g0)

−1 · trπ, f
〉
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ולכן

cg0
(trπ) = δ (g0)

−1 · trπ

אחת שקולות שאינן G של אי־פריקות מותרות הצגות {(πi, Vi)}ni=1 תהיינה 20.9 טענה
.(D (G)ב) בת"ל {trπi}ni=1 האיברים אז לשניה.

.(i = 1, . . . , n) V Ki 6= 0 ש כך K ⊆ G תהי הוכחה:
היחידות (ממשפט לשני אחד שקולים אינם האלה המודולים וכל HGK־מודול, הוא V Ki כל אז

.(i (לכל dimC V
K
i <∞ ו בעבר) שהיה
שההעתקות שנובע ראינו

(i = 1, . . . , n) HGK −→ C

α
Ti−→ tr

(
πi (α) �V Ki

)
הצגות הן πi ההצגות (כי בטווח) וגם בתחום גם הוא הצמצום (כאשר לינארית תלויות בלתי

.(V Ki סופי ממימד הוקטורי המרחב מתאים להן שקולות לא
ולכן ,α = εKα מתקיים α ∈ HGK לכל אבל

Imπi (α) ⊆ Imπi (εK) = V Ki

מוכללת). עקבה מופיעה ימין (בצד
(
α ∈ HGK

)
tr
(
πi (α) �V Ki

)
= tr (πi (α)) ולכן

שההעתקות נקבל לבסוף,

trπi �Cc(K\G/K): Cc (K \G/K)
≈−→ HGK

Ti−→ C
f 7→ α = fµl 7→ tr (πi (α)) = tr (πi (fµl)) = (trπi) (f)

בת"ל. {trπi}ni=1 ולכן בת"ל

.trπ1 = trπ2 ⇐⇒ π1 ≈ π2 אז ואי־פריקות, מותרות הצגות π1, π2 תהיינה 20.10 מסקנה

תבנית בעזרת דואלי מרחב זיהוי 20.3

לפי α : L ↪→ L′′ שיכון יש אז וקטורי, מרחב L יהי 20.11 )הערה
x∈L
ϕ∈L′

)
〈αx, ϕ〉 = 〈ϕ, x〉

(αx) (ϕ) = ϕ (x)

.α (x) (ϕ) = ϕ (x) 6= 0 עם ϕ ∈ L′ יש ,0 6= x ∈ L לכל כי חד־חד־ערכית α
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מרחבים L,L′, L′′ (כי מיידי. : =⇒ הוכחה: .dimC L < ∞ ⇐⇒ על α תכונה
על) α אז חח"ע, αו מאחר ואז סופי ממימד

יש ואז ,L ∼= C⊕I =
⊕

i∈I C וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם יש : ⇐=
היא והפעולה L′ ∼=

∏
i∈I C איזומורפיזם

L 3 x = (xi)i∈I
L′ 3 z = (zi)i∈I

סופי) למספר פרט אפסים הם הxiים (כל

z (x) =
∑
i

zixi

הוקטורי התת־מרחב את נסמן

V =
⊕
i∈I

C ⊆
∏
i∈I

C = L′

.x = 0 ⇐⇒ αx �V = 0 ,x ∈ L לכל אז
ש כך 0 6= ϕ ∈ L′′ יש ולכן V 6= L′ ולכן אינסופית I אז dimC L = ∞ אם לבסוף,

.ϕ /∈ Im (α) ואז ϕ �V = 0

העתקה: יש אז G־מודול, V יהי שני: דואלי

ϕ : V →
(
Ṽ
)′

v 7→ ϕv = (αv) �Ṽ

כלומר:

ϕv (ṽ) = (αv) (ṽ) = ṽ (v)

ϕv (ṽ) = 〈ṽ, v〉

G־מורפיזם: זהו

〈ϕgv, ṽ〉 = 〈ṽ, gv〉
=

〈
g−1ṽ, v

〉
=

〈
ϕv, g

−1ṽ
〉

= 〈gϕv, ṽ〉

ϕv (ṽ) = ṽ (v) 6= 0 עם ṽ ∈ Ṽ שקיים ראינו ,v 6= 0 אם אכן, חד־חד־ערכית: ϕ כן, כמו
.ϕv 6= 0 ולכן

Imϕ ⊆ ולכן חלק, V לבסוף, .ϕ : V → Ṽ ′ G־מודולים: של שיכון קיבלנו לכן

G־מודולים: של שיכון וקיבלנו ,
(
Ṽ ′
)
s

= ˜̃V

ϕ : V ↪→ ˜̃V

v 7→ ϕv
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שקולים: הבאים התנאים .G של חלקה הצגה (π, V ) תהי 20.12 טענה

מותרת π .1

מותרת π̃ .2

חד־חד־ערכי). תמיד (הוא איזומורפיזם הוא π ↪→ ˜̃π השיכון .3

איזומורפיזם יש K ⊆ G שלכל ראינו :1 ⇐⇒ 2 הוכחה:

(V ′)
K

= Ṽ K −→
(
V K
)′

ϕ 7→ ϕ �V K

.dimC

(
Ṽ K
)
<∞ ⇐⇒ dimC

(
V K
)′
<∞ ⇐⇒ dimCV

K <∞ לכן

.V 7→ V K פונקטורים פי על נבחנת חלקים, מודולים סדרת שדיוק ראינו :1 ⇐⇒ 3

לכך שקול משמאל התנאי .(K ⊆ G) על V K ↪→
(

˜̃V
)K

⇐⇒ על V ↪→ ˜̃V לכן

על: הוא הבא שההומומורפיזם

V K ↪→
(

˜̃V
)K ≈−→

((
Ṽ
)K)′

←−
(
V K
)′′

(
Ṽ
)K
→
(
V K
)′

האיזומורפיזם של הדואלי הוא

((
Ṽ
)K)′

←−
(
V K
)′′

החץ כאשר

הצמצום. איזומורפיזם ע"י נתון
(

˜̃V
)K ≈−→

((
Ṽ
)K)′

ו צמצום, ע"י הנתון

השיכון: ע"י נתון זה שהומומורפיזם בהמשך נראה

α : V K →
(
V K
)′′

v 7→ [ϕ 7→ (αv) (ϕ) = ϕ (v)]

.1 ⇐⇒ 3 ולכן dimC V
K <∞ אם ורק אם על αש ראינו

הנ"ל: ההומורפיזם את נחשב כעת

V K ↪→
(

˜̃V
)K ≈−→

((
Ṽ
)K)′

←−
(
V K
)′′

v 7→

 ψ︸︷︷︸
∈Ṽ

7→ ψ (v)

 7→

 ψ︸︷︷︸
∈(Ṽ )

K

7→ ψ (v)

 7→ f
?
= αv

((
Ṽ
)K)′

←−
(
V K
)′′

האיזומורפיזם ע"י αv ערך את נחשב

ψ︸︷︷︸
∈(Ṽ )

K

7→ (αv) (ψ �V K ) ← [ αv

= ψ 7→ ψ (v)

כנדרש. f = αv כי נקבל ולכן
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אי־פריקה. π̃ ⇐⇒ אי־פריקה π אז .G של מותרת הצגה (π, V ) תהי 20.13 מסקנה

("∼" של מהדיוק (נובע פריקה. π̃ ⇐= פריקה π הוכחה:
מותרת. π כי מהמשפט נכון זה איזומורפיזם כאשר פריקה, ˜̃π ∼= π ⇐= פריקה π̃ ולכן

בילינארית תבנית בעזרת דואלי זיהוי 20.4

נסמן חלק, G־מודול V אם

〈, 〉 : Ṽ × V → C
(ṽ, v) 7→ 〈ṽ, v〉 = ṽ (v) ∈ C

כלומר G־אינווריאנטית, בילינארית תבנית זוהי .Ṽ ל V בין הדואליות את

〈gṽ, gv〉 = ṽ
(
g−1gv

)
= ṽ (v) = 〈ṽ, v〉

ו חלקים מודולים שני U, V יהיו כעת

〈·, ·〉′ : U × V → C
(u, v) 7→ 〈u, v〉′ ∈ C

ש במובן מנוונת ולא G־אינווריאנטית בילינארית תבנית
u = 0 ⇐⇒ v ∈ V לכל 〈u, v〉′ = 0 u ∈ U לכל
v = 0 ⇐⇒ u ∈ U לכל 〈u, v〉′ = 0 v ∈ V לכל

ע"י ϕ : U ↪→ V ′ שיכון משרה 〈·, ·〉′ אז

〈ϕu, v〉 = (ϕu) (v) = 〈u, v〉′

G־מודולים. של שיכון ϕ : U ↪→ Ṽ מורפיזם, הוא ϕ

G־ של איזומורפיזם ϕ : U
≈−→ Ṽ אז מותרים U, V אם אלה, בסימונים 20.14 טענה

מודולים.

מותרות) הצגות (של טנזורית מכפלה של דואלית הצגה 20.5

לינארית טרנספורמציה יש U, V וקטוריים מרחבים שני לכל

η : U ′ ⊗ V ′ → (U ⊗ V )
′

f ⊗ h 7→ [u⊗ v 7→ f (u) · h (v)]

חד־חד־ערכית) η)

איזומורפיזם. η אז dimC U ו∞> dimC V <∞ אם 20.15 מסקנה

איזומורפיזם. η אז dimC U <∞ או dimC V <∞ אם 20.16 הערה
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עצמיים וקטורים קיום 20.6

0 6= v ∈ עצמי וקטור קיים אז מותר. מודול V 6= 0 ו חילופית lחבורת־ G תהי 20.17 טענה
(∀g ∈ G gv ∈ Cv (כלומר .V

מתקיים g ∈ G לכל .V K 6= 0 ש כך K ⊆ G תהי הוכחה:

gV K = V gKg
−1

= V K

חילופית.) G כי נכון האחרון השוויון (כאשר
שלקבוצת ידוע .0 < dimC V

K <∞ מותרת, V ש מאחר שמור. תת־מודול V K ⊆ V לכן
משותף. עצמי וקטור יש מתחלפות מטריצות

שור של והלמה σ־קומפקטיות תנאי 21

H (G,K) ∼= HGK האלגברה K ⊆ G לכל אז σ־קומפקטית, lחבורת־ G אם 21.1 הערה
מנייה. בת I ,G =

⋃
· i∈I KgiK בפירוק כי מניה, בן מימד בעלת היא

היא G1ש נניח .G1, G2 lחבורות־ מעל ופשוטים חלקים מודולים שני V1, V2 יהיו 21.2 טענה
ופשוט. חלק מודול הוא V1 ⊗ V2 אז σ־קומפקטית.

מרחב V K1 ולכן בת־מניה HGK1
HG1־פשוט.

K1
או 0 הוא V K1

1 ,K1 ⊆ G1 לכל הוכחה:

או 0 הוא (V1 ⊗ V2)
K1×K2 ,K1 ⊆ G1 ,K2 ⊆ G2 שלכל להוכיח די כעת בן־מניה. וקטורי

אפס. או פשוט HG1

K1
⊗ HG2

K2
הוא V K1

1 ⊗ V K2
2 ש להוכיח צריך כלומר, פשוט. HG1×G2

K1×K2

פשוט) V K2
2 (כי נכון. שזה ראינו מנייה, בן V K1

1 ש מאחר

שור של הלמה

מ: אחד שמתקיים נניח אי־פריקה. חלקה הצגה (π, V ו( lחבורת־ G תהי 21.3 טענה

σ־קומפקטית G .1

מותרת π .2

.HomG (V, V ) = C · idV אז

שלכל להוכיח די לכן .T ∈ HomHK
(
V K , V K

)
אז .T ∈ HomG (V, V ) יהי הוכחה:

ידוע אז .V K 6= 0 ש להניח אפשר .(?) HomHK
(
V K , V K

)
= C · idV K מתקיים K ⊆ G

פשוט. HK הוא V Kש
בהנחת

פשוט) V K ו בת־מניה HK (כי מניה בן V K .1

dimV K <∞ .2

בן־מניה. ממימד פשוטים למודולים שור של מהלמה נובעת הלמה ולכן

119



σ־קומפקטית. Gש נניח 21.4 מסקנה

מתקיים τ ,σ אי־פריקות חלקות הצגות שתי לכל .1

dimCHomG (σ, τ) =

{
0 (σ 6≈ τ)

1 (σ ≈ τ)

אי־ (π, V ) הצגה לכל סגורה). (תת־חבורה G של המרכז את Z = ZGב נסמן .2
סקלר יש ולכן π (z) ∈ HomG (π, π) מתקיים z ∈ ZG ולכל G של חלקה פריקה

.π (z) = ωπ (z) · idV ש כך ωπ (z) ∈ C
.π של המרכזי הכרקטר נקרא חלק. כרקטר הוא ωπ : G→ C×

לכל π (z) = ωπ (z) · idV ו Z = G אז אי־פריקה חלקה (π, V ) ו חילופית G אם .3
.dimC V = 1 נובע אי־פריקה, V ש מאחר .z ∈ G

תזכורת: שלמות:

(h ∗ f) (x) =

∫
h (y) f

(
y−1x

)
dµl (y)

נגדיר :C∞c (G) = H (G) על אינבולוציה

(f ∈ H (G)) f∗ = f̌ = f̌

.(x ∈ G) f∗ (x) = f (x−1) כלומר

תכונות:

f∗∗ = f .1

:(f1 ∗ f2)
∗

= f∗2 ∗ f∗1 .2

(f1 ∗ f2)
∗

(x) = f1 ∗ f2 (x−1)

=

∫
f1 (y) f2 (y−1x−1) dµl (y)

=

∫
f1 (y) · f2 (y−1x−1)dµl (y)

=

∫
f1 (y) · f2

(
(xy)

−1
)
dµl (y)

︸︷︷︸
y 7→x−1·y

=

∫
f1 (x−1y) · f2 (y−1)dµl (y)

=

∫
f∗1
(
y−1x

)
· f∗2 (y) dµl (y)

=

∫
f∗2 (y) · f∗1

(
y−1x

)
dµl (y)

= (f2 ∗ f1)
∗

(x)

120



אז (כי f ∗ f∗ 6= 0 גורר f 6= 0 .3

(f ∗ f∗) (1) =

∫
f (y) f∗

(
y−1

)
dµl (y)

=

∫
f (y) f (y)dµl (y)

=

∫
|f (y)|2 dµl (y)

אז: 0 6= ϕ = ϕ∗ אם בפרט,

ϕ2 = ϕ ∗ ϕ = ϕ ∗ ϕ∗ 6= 0

)ושוב
ϕ2
)∗

= (ϕ ∗ ϕ∗)∗ = ϕ ∗ ϕ∗ = ϕ2

.(∀k)ϕ2k 6= 0 נילפוטנטית: לא ϕש נובע מכאן .0 6= ϕ2 =
(
ϕ2
)∗

כלומר
נילפוטנטית. לא f ∗ f∗ אז f 6= 0 אם בסה"כ:

הצגה קיימת אז .0 6= T ∈ Dc (G) תהי σ־קומפקטית. lחבורת־ G תהי השלמות משפט
.π (T ) 6= 0 ש כך G של (π, V ) אי־פריקה חלקה

להניח אפשר לכן .εK ∗ T ∗ εK 6= 0 עם K ⊆ G שקיימת (16 (בפרק ראינו הוכחה:
נניח אכן, :σ (T ) 6= 0 ש כך HGK של (σ, U) אי־פריקה הצגה שקיימת להוכיח די .T ∈ HGK
של איזומורפיזם שיש כל G של (π, V ) אי־פריקה חלקה הצגה שקיימת ראינו זאת, שהוכחנו

.π (T ) 6= 0 ולכן (σ (T ) 6= 0 (כי π (T ) �V K 6= 0 נובע לכן .V K ≈ U מודולים HGK
די לכן יחידה. עם אלגבראות של איזומורפיזם (f 7→ fµl) H (G,K) ≈ HGK ש נזכור
ש כך H (G,K) של (σ, U) אי־פריקה הצגה קיימת 0 6= f ∈ H (G,K) שלכל להוכיח
ו H (G,K)ב נילפוטנטי לא f ∗ f∗ אבל .σ (f ∗ f∗) 6= 0 ש להוכיח ודי σ (f) 6= 0

אלה. תכונות עם הצגה שקיימת וראינו בת־מניה, אלגברה H (G,K)

σ־קומפקטית. G כאשר ואי־פריקים, מותרים מודולים שני U, V יהיו בילינאריות תבניות
שקולים: הבאים התנאים

G־אינווריאנטית: 0 6= B : U × V → C בילינארית תבנית קיימת .1
(Bil (U, V )

G 6= 0 (כלומר, B (gu, gv) = B (u, v)

dimC Bil (U, V )
G

= 1 .2

V ∼= Ũ .3

U ∼= Ṽ .4

וקטוריים: מרחבים של איזומורפיזם שיש ראינו הוכחה:

HomG

(
U, Ṽ

)
∼= Bil (U, V )

G ∼= HomG

(
V, Ũ

)
ומהעובדה שור, של מהלמה נובעות השקילויות מותרות). U, V (כי אי־פריקות Ṽ ו Ũ כן, כמו

איזומורפיזם. הוא אי־פריקים מודולים בין 0 6= שהומומורפיזם
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(Induction) השראה 22

.H של חלקה הצגה (τ, V ) תהי סגורה. תת־חבורה H ⊆ G ו lחבורת־ G תהי 22.1 הגדרה
ש: כך f : G→ V הפונקציות אוסף את L (G, τ)ב נסמן

(g ∈ Gו h ∈ H (לכל f (hg) = τ (h) f (g) .1

(לכל f (gk) = f (g) ש כך K = Kf ⊆ G קומפקטית פתוחה תת־חבורה קיימת .2
(g ∈ Gו k ∈ K

מימין: הזזות היא L (G, τ) על G של (π, L (G, τ)) ההצגה

(x, g ∈ G) (π (g) f) (x) = f (xg)

.Gל Hמ המושרה ההצגה נקראת זו הצגה
לכן .IndGHVτ = L (G, τ) גם נסמן .IndGHτ = (π, L (G, τ)) גם מסמנים

(π, L (G, τ)) =
(
ρ, IndGHVτ

)
.IndGHVτ על מצומצמת ρ כאשר

22.2 הערה

למודולים. הגדרה יש .1

פועלת G עליו G על פונקציות של מרחב נקבל הראשון, התנאי את רק נדרוש אם .2
התנאים ששני נובע בפרט זאת. הצגה של החלק החלק הוא IndGHτ מימין. הזזות ע"י

.G של חלקה הצגה IndGHτוש מימין הזזות ע"י נשמרים

:S (G, τ) ⊆ L (G, τ) מרחב לתת נתייחס קומפקטית השראה

S (G, τ) = {f ∈ L (G, τ) | there exists a compact set C = Cf ⊆ G such that suppf ⊆ HC}

ההצגה (ואת זה תת־מודול ומסמנים IndGHτ ל ביחס G־שמור תת־מרחב S (G, τ) אז
(C− IndGHτ ב מסומן זה [BH]ב) .indGHτב עליו) המצומצמת IndGHτ

indGHV אז חלק. H־מודול V סגורה. תת־חבורה H ⊆ G ,lחבורת־ G תהי 22.3 טענה
ש כך f : G→ V הפונקציות אוסף הוא

(g ∈ G ,h ∈ H) f (hg) = hf (g) .1

(ρ (K) f = f עם K ⊆ G שקיימת לדרוש (במקום חלקה f .2

suppf ⊆ HC ש כך קומפקטית C ⊆ G קיימת .3

אוטומטית. מתקיים האחרון התנאי אז קומפקטית H \G אם 22.4 הערה
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ל: שקול 2 אז מתקיימים ו3 1 שאם להיות צריך הוכחה:
עם K ⊆ G )קיימת

k∈K
g∈G

)
f (gk) = f (g)

חלקה. fש גורר זה שתנאי ברור
f (כי f (xKx) = f (x) עם Kx ⊆ G יש x ∈ C לכל חלקה. f כי נניח ההפוך: בכיוון

.K =
⋂m
i=1Kxi ולוקחים C ⊆

⋃m
i=1 xiKxi סופי כיסוי לוקחים חלקה).

.f (gk) = 0 = f (g) אז gk /∈ HC ו g /∈ HC אם הדרישה. על עונה הנ"ל K כי נוכיח
ואז ,g = hxiש כך h ∈ Hו i יש אז .g ∈ HC להניח אפשר (k−1ב kו) gkב g החלפת ע"י

{f (g) , f (gk)} ⊆ f (gK)

= f (hxiK)

⊆ f (hxiKxi)

= hf (xiKxi)

= {hf (xi)}

.f (g) = hf (xi) = f (gk) ולכן

אז H־מורפיזם, ϕ : σ → τ ו H של חלקות הצגות (τ, Vτ ) ,(σ, Vσ) אם פונקטוריאליות:
G־מורפיזמים נקבל

IndGHϕ : IndGHσ → IndGHτ

indGHϕ : indGHσ → indGHτ

ע"י

f 7→ ϕ ◦ f

של חלקה הצגה (σ, Uσ) תהי (חלק). כרקטר χ : G → C× יהי G של בכרקטר כפל
.χ·f : G→ Uσ לפונקציה f : G→ Uσ פונקציה שולח χב כפל סגורה. תת־חבורה H ⊆ G

כאן

(χ · f) (g) = χ (g) f (g)

G־איזומורפיזמים: יוצרת זאת העתקה

χ · IndGH (σ)
χ·−→ IndGH (χ · σ)

χ · indGH (σ)
χ·−→ indGH (χ · σ)

כי χ · f ∈ L (G,χ · σ) אז .L (G, σ) 3 f : G→ Uσ תהי הוכחה:

(χ · f) (h · g) = χ (h · g) · f (h · g)

= χ (h)χ (g) · σ (h) f (g)

= (χ (h)σ (h)) (χ (g) f (g))

= (χ · σ) (h) ((χ · f) (g))
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ש נובע χ−1ל התייחסות ע"י

χ· : L (G, σ) → L (G,χ · σ)

g, g0 ∈ ולכל f ∈ L (G, σ) שלכל להוכיח צריך לבסוף, וקטוריים. מרחבים של איזומורפיזם
מתקיים G

(ρ (g0) (χ · f)) (g) = (χ · (χ · ρ) (g0) f) (g)

אכן

(ρ (g0) (χ · f)) (g) = (χ · f) (g · g0)

= χ (g)χ (g0) f (gg0)

שני מצד

(χ · (χ · ρ) (g0) f) (g) = χ (g) ((χ · ρ) (g0) f) (g)

= χ (g)χ (g0) (ρ (g0) f) (g)

= χ (g)χ (g0) f (gg0)

כנדרש.

S (G, ρ)ו L (G, ρ) איברי תיאור 22.1

.(H של חלקה הצגה (σ, V )) חלקה IndGHσ ו מאחר

L (G, σ) =
⋃
K⊆G

L (G, σ)
K

אם: ורק אם L (G, σ)
Kל שייכת f : G→ V פונקציה כעת

(g ∈ G ו h ∈ H (לכל f (hg) = σ (h) f (g) .1

(k ∈ K ו g ∈ G (לכל f (gk) = f (g) .2

(k ∈ K ו g ∈ G ,h ∈ H) f (hgk) = σ (h) f (g) לתנאי שקולים אלה תנאים ולכן

22.5 מסקנה

.HgK על f את קובע f (g) .1

f (hgk) = ע"י נתונה f אם ורק אם L (G, σ)
K ל שייכת f : G → V פונקציה .2

.HgK קוסט כל על σ (h) f (g)

חייב .f (g) = v ש וכך HgK על הנתמכת f : G → V קיימת האם נבדוק .v ∈ V יהי
להתקיים:

σ (h1) v = σ (h2) v ⇐= h1gk1 = h2gk2 •
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σ (h) v = v ⇐= hgK = gK או: •

σ (h) v = v ⇐= h ∈ gKg−1 או: •
כלומר σ

(
H ∩

(
gKg−1

))
v = v לקיים נדרש v ∈ V סה"כ

v ∈ V H∩gKg
−1

מתקבלים
(
IndGHVσ

)K
= L (G, σ)

K איברי אז זר. פירוק G =
⋃
· i∈I HgiK יהי כעת

,i ∈ I ,k ∈ K) f (hgik) = σ (h) vi ואז vi ∈ V H∩gKg
−1

נבחר i ∈ I לכל הבא: באופן
.(h ∈ H

קומפקטי תומך עם L (G, σ)
K מאיברי מורכב

(
indGHσ

)K
= S (G, σ) המרחב תת

.i ∈ I של סופי מספר עבור רק vi 6= 0 לבחור צריך כלומר ,H מודולו

22.6 מסקנה

וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם יש .1

L (G, σ)
K

=
∏
i∈I

V H∩(giKg
−1
i )

S (G, σ)
K

=
⊕
i∈I

V H∩(giKg
−1
i )

.2

indGH

⊕
j∈J

σj

 ∼=
⊕
j∈J

indGH (σj)

(?)

V −→ V H∩(giKg
−1
i ) הפונקטור i ∈ I לכל כי מדויקים, indGH ו IndGH הפונקטורים .3

מדויק.

לכל כי מותרת: IndGHσ = indGHσ אז H של מותרת הצגה σו קומפקטית H \G אם .4
i ∈ I ולכל סופית I הקבוצה K ⊆ G

dimC V
H∩(giKg−1

i ) < ∞

G־מודולים: של איזומורפיזם יש טרנזיטיביות

IndGH

(
IndHE σ

)
−→ IndGEσ

indGH

(
indHE σ

)
−→ indGEσ

מ מתקבלת וההעתקה E של חלקה הצגה (σ, Uσ) סגורות, תת־חבורות E ⊆ H ⊆ G כאן

[G −→ [H −→ Uσ]] −→ [G −→ Uσ]

(f (g)) (h) 7→ (f (g)) (1)

כאן) זאת נוכיח לא פרוביניוס, מהדדיות (נובע
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נסמן .g0 ∈ G יהי .H של חלקה הצגה (σ, V ) סגורה, תת־חבורה H ⊆ G תהי הצמדות
:g−1

0 Hg0 של חלקה הצגה

(σg0 , V ) = (σ ◦ Cg0
, V )

)כלומר
x ∈ g−1

0 Hg0

)
σg0 (x) = σ

(
g0xg

−1
0

)
ע"י Af : G→ V נסמן f : G→ V פונקציה לכל

(Af) (g) = (Af) (g0g)

מתקיים x ∈ g−1
0 Hg0 לכל :f ∈ IndGHσ כי נניח

(Af) (xg) = f (g0xg)

= f
((
g0xg

−1
0

)
(g0g)

)
= σ

(
g0xg

−1
0

)
f (g0g)

= σg0 (x) (Af) (g)

.Af ∈ IndG
g−1
0 Hg

σg0 לכן

מודולים G של איזומורפיזם משרה A כי קיבלנו סה"כ:

IndGHσ
A−→ IndG

g−1
0 Hg0

σg0

G־מודולים: של איזומורפיזם נקבל אז g−1
0 Hg0 = H אם פרטי: מקרה

IndGHσ ≈ IndGHσ
g0

indGHσ ≈ indGHσ
g0

H־ יש .H של חלקה הצגה (σ, V ) סגורה. תת־חבורה H ⊆ G פרובניוס הדדיות
קנוני: הומומורפיזם

ασ : IndGHσ → V

f 7→ f (1)

מתקיים f ∈ IndGHσ ו h ∈ H לכל כי H־מורפיזם, זהו

ασ (ρ (h) f) = ασ (x 7→ f (xh)) = f (h) = σ (h) f (1)

שני ומצד

σ (h)ασ (f) = σ (h) f (1)
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הקנונית ההצגה ,G של (π, U) הצגה לכל אלה, בסימונים 22.7 משפט

η : HomG

(
π, IndGHσ

)
→ HomH (π �H , σ)

ϕ 7→ ασ ◦ ϕ

וההופכית σוב πב פונקטוריאלית וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם היא

η′ : HomH (π �H , σ) → HomG

(
π, IndGHσ

)
f 7→ f∗ : U → IndGHσ

ע"י נתונה

(u ∈ U, g ∈ G) (f∗ (u)) (g) = f (π (g)u)

כי u ∈ U לכל f∗ (u) ∈ IndGHσ ראשית הוכחה:

(∀h ∈ H) (f∗ (u)) (hg)

= f (π (hg)u)

= f (π (h)π (g)u)

= σ (h) f (π (g)u)

= σ (h) (f∗ (u) (g))

k ∈ Kל ולכן חלקה) π (כי u ∈ UK עם K ⊆ G קיים בנוסף

(f∗ (u)) (gk) = f (π (gk)u)

= f (π (g)π (k)u)

= f (π (g)u)

= (f∗ (u)) (g)

מתקיים g, g0 ∈ G לכל כי G־מורפיזם הוא f∗ : U → IndGHσ שנית

(f∗ (π (g0)u)) (g) = f (π (g)π (g0)u)

= f (π (gg0)u)

= (f∗ (u)) (gg0)

= (ρ (g0) f∗ (u)) (g)

השראה של דואליות 23

לפי H על (חלק) כרקטר נגדיר סגורה. תת־חבורה H ⊆ G ,lחבורת־ G תהי

δH\G =
δH

δG �H

.C על (GL (C) ∼= C× (כי H של חלקה כהצגה δH\G על נסתכל
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פונקציונל קיים 23.1 טענה

ν = νH\G : indGH
(
δH\G

)
→ C

מאפס. השונה בקבוע כפל כדי עד יחיד והוא ,G לפעולת ואינווריאנטי מאפס השונה
אז טריוואלי כG־מודול C על נסתכל אם כלומר,

dimCHomG

(
indGHδH\G,C

)
= 1

מתקיים f 6= ו0 0 ≤ f ∈ indGHδH\G שעבור במובן חיובי νH\G את לקחת ניתן בנוסף,
חיובי. בסקלר כפל ע"י נקבע νH\G זה, במקרה .νH\G (f) > 0

(סימונים) 23.2 הערה

νH\G (f) =
〈
νH\G, f

〉
=

∫
H\G

f (g) dνH\G

ומתקיים

(g0 ∈ G)

∫
H\G

f (gg0) dνH\G (g)

=

∫
H\G

f (g) dνH\G (g)

〉או
νH\G, ρ (g0) f

〉
=

〈
νH\G, f

〉

לינארית: העתקה נגדיר משמאל. האר מידות µH , µG תהיינה .([BH] (לפי הוכחה:

η : C∞c (G) → {Functions from G to C}
f 7→ f̃

לפי

f̃ (g) =

∫
H

δG (h) f (hg) dµH (h)

כלומר מימין, הזזות עם מתחלפת ηש ברור

(g0 ∈ G) ρ̃ (g0) f = ρ (g0) f̃

מקיים: בתמונה f̃ = η (f) איבר כל כן, )וכמו
h0∈H
g∈G

)
f̃ (h0g) = δH\G (h0) f̃ (g)
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אכן:

f̃ (h0g) =

∫
H

δG (h) f (hh0g) dµH (h)

︸︷︷︸
h 7→hh−1

0

=

∫
H

δG
(
hh−1

0

)
f (hg) dµH

(
hh−1

0

)

︸︷︷︸
dµH(hh−1

0 )=δH(h0)dµH(h)

=

∫
H

δG
(
hh−1

0

)
f (hg) δH (h0) dµH (h)

=
δH (h0)

δG (h0)

∫
H

δG (h) f (hg) dµH (h)

= δH\G (h0) f̃ (g)

הזזות (עם הG־מודול של החלק בחלק נמצא Imη ש נובע חלק, מודול C∞c (G)ש מאחר
לכן .f̃ (h0g) = δH\G (h0) f̃ (g) המקיימות הפונקציות של מימין)

Imη ⊆ IndGHδH\G

כלומר .f̃ (g) = 0 אז (g ∈ G) (Hg) ∩ suppf = ∅ שאם ברור בנוסף, G־מורפיזם. µו
קיבלנו סה"כ .Imη ⊆ indGHδH\G נובע קומפקטית, suppf ש מאחר .suppf̃ ⊆ H ·suppf

G־מורפיזם:

η : C∞c (G) → indGHδH\G

.(∀K ⊆ G) Imη ⊇
(
indGHδH\G

)K
ש לבדוק די על: ηש נבדוק

אבל .ϕ ∈ Imη אז suppϕ ⊆ HgK ו ϕ ∈
(
indGHδH\G

)K
שאם לבדוק די זה, לצורך

(כי .f̃ (g) > 0 .f = χgK ניקח כעת .(1 = (אפילו 1 ≥ הוא אלה פונקציות מימד
כן: כמו .f̃ 6= 0 ובפרט ,(f ≥ 0 ו f (g) > 0

f ∈ C∞c (G)
K

=⇒ f̃ ∈
(
indGHδH\G

)K
על. η ומכאן לעיל דרישות מקיימת ϕ = f̃ לכן suppf̃ ⊆ Hsuppf = HgK ו

0 ≤ ϕ ∈ שלכל מראים לעיל והשיקולים (δH\G ≥ 0 ,f ≥ 0 (כי f̃ ≥ 0 23.3 הערה

(ϕ ∈
(
indδGH

)K
עם K ⊆ G (לוקחים .ϕ = f̃ עם f ∈ C∞c (G) קיימת indGHδH\G

ש: בהמשך נראה .G על מימין האר מידת µGr = δGµ
G נסמן כעת

(f ∈ C∞c (G)) f̃ = 0 =⇒
∫
G

f (g) dµGr (g) = 0

ע"י νH\G : indGHδ → C להגדיר נוכל )אז
f̃ ∈ indGHδ

) 〈
νH\G, f̃

〉
=

∫
G

f (g) dµGr (g) =
〈
µGr , f

〉
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f ≥ 0 קיימת אז ,0 ≤ ϕ ∈ indGHδH\G אם כי ברורה חיוביות ברורה. מימין אינווריאנטיות
.ϕ = f̃ ש כך

(f ∈ C∞c (G)) f̃ = 0 =⇒
∫
G
f (g) dµGr (g) = 0 23.4 טענה

תיאור יש אז .f ∈ C∞c (G)
K עם K ⊆ G תהי הוכחה:

f =
∑
i∈I

f (gi)χgiK

אז מזה. זה שונים giK והקוסטים סופית I 〉כאשר
µGr , f

〉
=

∑
i∈I

f (gi)µr (giK)

=
∑
i∈I

f (gi) δG (gi)µr (K)

.
∑
i∈I f (gi) δG (gi) = 0 ש להוכיח צריך לכן

די שקילות. למחלקות I את נחלק .Hgi1K = Hgi2K אם gi1 ∼ gi2 ש נאמר כעת
מתקיים j ∈ I שלכל ∑להראות

gi∼gj

f (gi) δG (gi) = 0

.(gj של השקילות מחלקת על רץ (הסכום
ש נתון אבל

0 = f̃ (gj)

=

∫
H

δG (h) f (hgj) dµH (h)

=
∑
i

∫
H

δG (h) f (gi)χgiK (hgj) dµH (h)

=
∑
i

∫
H

δG (h) f (gi)χH∩(giKg−1
j ) (h) dµH (h)

עם נשאר ולכן H ∩
(
giKg

−1
j

)
= ∅ ולכן (Hgj) ∩ (giK) = ∅ אז gi 6∼ gj אם

0 =
∑
gi∼gj

∫
H

δG (h) f (gi)χH∩(giKg−1
j ) (h) dµH (h)

לכן קומפקטית). חבורה gjKg
−1
j (כי δG

(
gjKg

−1
j

)
= 1 אבל

δG
(
giKg

−1
j

)
= δG

(
gig
−1
j

)
δG
(
Kg−1

j

)
= δG

(
gig
−1
j

)
= δG (gi) δ (gj)

−1
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נקבל: ∑לכן
gi∼gj

∫
H

δG (h) f (gi)χH∩(giKg−1
j ) (h) dµH (h) = δ (gj)

−1
∑
gi∼gj

δG (gi) f (gi)µ
H
(
H ∩

(
giKg

−1
j

))
ולכן gi = h0gjk0 עם h0 ∈ H ו k0 ∈ K יש אז gi ∼ gj אם כעת

H ∩
(
giKg

−1
j

)
= H ∩

(
h0gjk0Kg

−1
j

)
= H ∩

(
h0gjKg

−1
j

)
= h0

(
H ∩

(
gjKg

−1
j

))
ולכן

µH
(
H ∩

(
giKg

−1
j

))
= µH

(
H ∩

(
gjKg

−1
j

))
> 0

קיבלנו סה"כ .Hב 1 של סביבה היא H ∩
(
gjKg

−1
j

)
כי

0 = δ (gj)
−1
µH
(
H ∩

(
giKg

−1
j

))︸ ︷︷ ︸
>0

∑
gi∼gj

δG (gi) f (gi)

העזר. טענת את הוכחנו ולכן

אז מימין. G להזזות אינווריאנטי פונקציונל ν : indGHδH\G → C יהי יחידות

ν ◦ η : C∞c (G)
η−→ indGHδH\G

ν−→ C

νH\G אבל .ν ◦ η = λµGr ש כך λ ∈ C קיים לכן מימין. להזזות אינווריאנטי פונקציונל
.ν = λνH\G ולכן על η אבל ν ◦ η = λ · νH\G ◦ η ולכן ,νH\G ◦ η = µGr לפי מוגדר

G־אינווריאנטי פונקציונל נבחר סגורה. תת־חבורה H ⊆ G ,lחבורת־ G תהי דואליות

אם .
(
δH\Gσ̃, Ũ

)
ול
(
σ̃, Ũ

)
ל נתייחס .H של חלקה הצגה (σ, U) תהי .νH\G חיובי

indGHσ 3 ϕ : G→ U

IndGH
(
δH\Gσ̃

)
3 f : G→ U

〈f, ϕ〉 (g) = 〈f (g) , ϕ (g)〉 ע"י המוגדרת 〈f, ϕ〉 : G→ C אז
אכן: .〈f, ϕ〉 ∈ indGHδH\G )מקיימת

h∈H
g∈G

)
〈f (hg) , ϕ (hg)〉 =

〈
δH\G (h) σ̃ (h) f (g) , σ (h)ϕ (g)

〉
= δH\G (h) 〈f (g) , ϕ (g)〉
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בילינארית: תבנית קיימת 23.5 מסקנה

b :
(
IndGH

(
δH\Gσ̃

))
×
(
indGHσ

)
→ C

b (f, ϕ) =

∫
H\G
〈f, ϕ〉 (g) dνH\G (g)

אינווריאנטית: g היא התבנית

(g0 ∈ G)

b (ρ (g0) f, ρ (g0)ϕ) =

∫
H\G
〈ρ (g0) f, ρ (g0)ϕ〉 (g) dνH\G (g)

=

∫
H\G
〈f (gg0) , ϕ (gg0)〉 dνH\G (g)

=

∫
H\G
〈f (g) , ϕ (g)〉 dνH\G (g)

= b (f, ϕ)

G־הומומורפיזם קיים 23.6 מסקנה

IndGH
(
δH\Gσ̃

)
−→

(
indGHσ

)′
f −→

[
ϕ 7→ b (f, ϕ) =

∫
H\G
〈f, ϕ〉 (g) dνH\G (g)

]

G־הומומורפיזם: נקבל חלקה IndGH
(
δH\Gσ̃

)
ש מאחר

η : IndGH
(
δH\Gσ̃

)
→ ĩndGHσ

(ηf) (ϕ) = b (f, ϕ)

G־מודולים. של איזומורפיזם לעיל η 23.7 טענה

:K ⊆ G שלכל להוכיח די לכן חלקים. המודולים שני הוכחה:

ηK :
(
IndGH

(
δH\Gσ̃

))K
−→

(
ĩndGHσ

)K
≈−→
((

indGHσ
)K)′

.
(
indGHσ

)K
על צמצום הוא הימני החץ (כאשר וקטוריים. מרחבים של איזומורפיזם הוא
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.g0 ∈ G יהי וחישוב סימונים

ע"י Fg0
∈ indGH

(
δH\G

)
נגדיר .1

(h ∈ H, k ∈ K) F (hg0k) = δH\G (h)

,δ > 0 ו קומפקטית H ∩
(
g0Kg

−1
0

)
כי היטב מוגדרת Fg0

.Hg0Kל חוץ Fg0
= ו0

אחרות, (במילים .1C ∈ CδH\G,H∩(g0Kg
−1
0 ) כלומר ,δH\G �H∩(g0Kg

−1
0 )= 1 ולכן

ניתן ולכן ,H ∩
(
g0Kg

−1
0

)
הקבוצה על (δH\G (הכרקטר להצגה אינווריאנטי 1C

(Hg0K הקבוצה על F ערך את לחלוטין מגדיר וזה Fg0
(g0) = 1 להגדיר

ונסמן Fg0
≥ 0 ,Fg0

6= 0 אז

cg0
=

∫
H\G

Fg0
(g) dνH\G (g) > 0

ϕg0,u (hg0k) = σ (h)u ע"י ϕg0,u ∈ indGHσ איבר נגדיר u ∈ UH∩(g0Kg
−1
0 ) לכל .2

:fg0,ũ ∈ IndGH
(
δH\Gσ̃

)
נגדיר ũ ∈ UH∩(g0Kg

−1
0 ) ולכל ,Hg0Kל מחוץ ϕg0,u = ו0

נגדיר .u ∈ U δH\Gσ̃,H∩(g0Kg
−1
0 ) ולכן δH\G �H∩(g0Kg

−1
0 ) מתקיים שוב אכן,

fg0,ũ (hg0k) =
(
δH\Gσ̃

)
(h) ũ

אז .Hg0Kל מחוץ fg0,ũ = 0 ו

〈fg0,ũ, ϕg0,u〉 = Fg0
〈ũ, u〉

23.8 )מסקנה
ηK (fg0ũ)

)
(ϕg0,u) = cg0

〈ũ, u〉

אז (Hg0K) ∩ (Hg1K) = ∅ ו g0, g1 ∈ G אם .3

〈fg0,ũ, ϕg,u〉 = 0

איזומורפיזמים יש אז זר. פירוק G =
⋃
· i∈I HgiK יהי כעת

α :
⊕
i∈I

UH∩(giKg
−1
i ) ≈−→

(
indGHσ

)K
β :
∏
i∈I

ŨδH\Gσ̃,H∩(giKg
−1
i ) ≈−→

(
IndGH

(
δH\Gσ̃

))K
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איזומורפיזם ויש
∏
i∈I Ũ

δH\Gσ̃,H∩(giKg−1
i ) =

∏
i∈I Ũ

H∩(giKg−1
i ) מתקיים

γ :
∏
i∈I

ŨH∩(giKg
−1
i ) ≈−→

(⊕
i∈I

UH∩(giKg
−1
i )

)′
(ũi)i∈I 7→

[
(ui)i∈I 7→

∑
cgi 〈ũi, ui〉

]
חילופי: הבא שהתרשים מראה הקודם החישוב )לבסוף

IndGH
(
δH\Gσ̃

))K ηK−→
((

indGHσ
)K)′

β ↑≈ α′ ↓≈∏
i∈I Ũ

H∩(giKg−1
i ) γ−→

≈

(⊕
i∈I U

H∩(giKg−1
i )
)′

אז G של חלק כרקטר χו G lחבורת־ של חלקה הצגה (σ, V ) אם 23.9 הערה

χ̃σ = χ−1 · σ̃

(Ṽ (על

הוכחה:

〈(χ̃σ (g)) ṽ, v〉 =
〈
ṽ, (χσ)

(
g−1

)
v
〉

=
〈
ṽ, χ

(
g−1

)
σ
(
g−1

)
v
〉

= χ
(
g−1

) 〈
ṽ, σ

(
g−1

)
v
〉

= χ
(
g−1

)
〈σ̃ (g) ṽ, v〉

=
〈
χ
(
g−1

)
σ̃ (g) ṽ, v

〉
=

〈(
χ−1σ̃

)
(g) ṽ, v

〉

נסמן H ⊆ G סגורה חבורה תת של חלקה הצגה (σ, V ) אם מנורמלת אינדוקציה

IGHσ = IndGH

(
δ

1
2

H\Gσ
)

iGHσ = indGH

(
δ

1
2

H\Gσ
)

כאן

δ
1
2

H\G : G → (0,∞)

g 7→
√
δH\G (g)

חלק. כרקטר
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תכונה

ĩGHσ ≈ IGH σ̃

הוכחה:

ĩGHσ =
˜

indGH

(
δ

1
2

H\Gσ
)

≈ IndGH

(
δH\G ·

˜
δ

1
2

H\Gσ

)
≈ IndGH

(
δH\G · δ

− 1
2

H\Gσ̃
)

= IndGH

(
δ

1
2

H\Gσ̃
)

= IGH σ̃

מקומיים שדות של סקירה 24

סימונים 24.1

מקומי. שדה F •

הערכה |·| : F → [0,∞) •
טופולוגי לשדה F את ההופכת d (x, y) = |x− y| מטריקה מגדירים

ראשוני. π •

השלמים. O •

.O של היחיד המקסימלי האידאל P = πO •

.O של היחידות U = O× = O \ P •

P0 = O ,Pn = πnO •

· · · % P−1 % P0 % P1 % . . .

פתוחות). קומפקטיות (תת־חבורות Fב 0 לסביבה בסיס ({Pn}n≥0 (או {Pn}n∈Z •
.lחבורת־ (F,+) .lמרחב־ F לכן

פתוחות (כפל) מחבורות המורכב 1 לסביבות בסיס
{

1 + Pj
}
j≥1

.lחבורת־ (F×, ·) •
קומפקטיות.
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מעריכית הערכה •

ν : F× → Z
|x| = |π|ν(x)

.ν (0) =∞ גם ומגדירים

ν (x) ≥ n ⇐⇒ x ∈ Pn •

.(πn ע"י (נוצר O־מודול תת הוא Pn וכל O־מודול, הוא F •

.L = Pn עם יחיד n ∈ Z יש אז סופית נוצר תת־מודול 0 6= L ⊆ F אם תכונה

זאת: מצורה 0 6= I ⊆ O אידאל וכל אידאל, Pn ⊆ O ,n ≥ 0 עבור •(
a ∈ F×

)
aPn = Pn+ν(a)

טופולוגי איזומורפיזם יש •

F× ↔ Z× U
πnu ←[ (n, u)

x 7→
(
ν (x) ,

x

πν(x)

)

כרקטרים 24.2

כפל (עם חבורה היא F של החלקים הכרקטרים = F̂ חילופית, lחבורת־ לכל כמו .1
(χ : F → C) נקודתי)

(χ1χ2) (x) = χ1 (x)χ2 (x)

אז חלק כרקטר χ : F → C× אם .2

Imχ ⊆ T = {z ∈ C | |z| = 1}

קומפקטית. Pnש מכך נובע וזה אוניטרי, χ �Pn ש להראות די אכן, אוניטרי. χ כלומר

χa (x) = χ (ax) ע"י המוגדר χa : F → C× אז a ∈ F ו חלק כרקטר χ ∈ F̂ אם .3
חלק. כרקטר הוא (x ∈ F )

.a לכל χa = 1 אז χ = 1 אם
.x לכל χa (x) = 1 אז a = 0 אם

.1 6= χ ∈ F̂ קיים .4

ההעתקה: כלומר, .χ′ = χa ש כך יחיד a ∈ F קיים אז χ 6= ו1 χ, χ′ ∈ F̂ אם .5

F → F̂

a 7→ χa

חבורות. של איזומורפיזם
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קומפקטיות קבוצות 24.3

.supx∈G |x| <∞ ו Fב סגורה G ⇐⇒ קומפקטית G אז תת־קבוצה. G ⊆ F תהי

שקולים: הבאים התנאים תת־קבוצה. D ⊆ F× תהי 24.1 טענה

קומפקטית D .1

infx∈D |x| > 0 ,supx∈D |x| <∞ ו F×ב סגורה D .2

.0 /∈ D ו קומפקטית D ⊆ F .3

ומודולוס נרמול 24.4

המנה העתקות שצמצום כך כלומר נציגים, קבוצת R ⊆ O תהי

q : O → F = O/P

הקבוצות). (תורת |R| =
∣∣O
P
∣∣ =

∣∣F ∣∣ אז q �R: R→ F ועל: חד־חד־ערכית היא R על
.|π| = 1

|F | ש כך ,(α > 0 |·|αל שינוי (ע"י |·| את ננרמל

µש נניח .µ ומשמאל מימין האר מידת קיימת ולכן חילופית lחבורת־ היא (F,+)
הההעתקה a ∈ F× לכל .µ (O) = 1 ש כך מנורמלת

a· : F → F

x 7→ ax

מודולוס פונקציית מוגדרת לכן .(F,+) lהחבורת־ של אוטומורפיזם היא

δ (a) = δ (a·) ∈ (0,∞)

וגם δ (a) = µ(aO)
µ(O) מתקיים

δ (ab) = δ (a) δ (b)

גם מסמנים ((ab) · = (a·) ◦ (b·) (כי

δ (0F ) = 0C

נכון שהשוויון להראות די הצדדים שני מכפליות הוכחה: (a ∈ F ) δ (a) = |a| תכונה
.a = π ו a ∈ U כאשר

אז a ∈ U אם

δ (a) =
µ (aO)

µ (O)
=
µ (O)

µ (O)
= 1 = |a|
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ולכן O =
⋃
· r∈R (r + P) אז a = π אם

µ (O) =
∑
r∈R

µ (r + P)

= |R|µ (P)

=
∣∣F ∣∣ · µ (P)

כעת

δ (π) =
µ (πO)

µ (O)
=
µ (P)

µ (O)
=

1∣∣F ∣∣ = |π|

Jacquet מודול 25

הגדרה 25.1

מגדירים N־מודול. V ו (מופשט) כרקטר θ : N → C× חבורה, N תהי

(V (π, θ) =) V (θ) = spanC {nv − θ (n) v | n ∈ N, v ∈ V }

ו

(Vπ,θ =) Vθ = V/V (θ)

הצגה, (π, V ) אם 25.1 הערה

V (θ) = spanC {π (n) v − θ (n) v | n ∈ N, v ∈ V }

מסמנים הטריוואלי הכרקטר θ = 1 אם הטריוואלי: לכרקטר ביחס סימון

V (1) = V (N) = spanC {nv − v | n ∈ N, v ∈ V }
V1 = VN = V/V (N)

.(θל ביחס ז'קה מודול Vθ) ז'קה מודול נקרא VN

תכונה

V (π, θ) = V
(
θ−1π, 1

)
= V (N)

Vπ,θ = Vθ−1π,1 = VN

.θ−1π להצגה ביחס הם ימין צדי כאשר
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אכן: הוכחה:

V (π, θ) = spanC {π (n) v − θ (n) v | n ∈ N, v ∈ V }
= spanC

{
θ−1 (n)π (n) v − v | n ∈ N, v ∈ V

}
= V

(
θ−1π, 1

)

.[BH]ב הסימנים הם אלה 25.2 הערה

[BH]ו כאן Bump

V (N) VN
VN J (V )

התאפסות

n ∈ N (לכל nv = v כלומר ,V על טריוואלית פועלת N ⇐⇒ V (N) = 0 .1
.VN = V/V (N) = V זה במקרה .(v ∈ V ו

n ∈ N (לכל nv = θ (n) v כלומר ,"θ "דרך V על פועלת N ⇐⇒ V (θ) = 0 .2
.Vθ = V ואז .(v ∈ V ו

אז N של טריוואלי לא כרקטר θ 6= 1 ואם (nv = v) טריוואלי N־מודול V אם .3
.Vθ = 0 ולכן V (θ) = V

v ∈ V לכל ואז θ (n) 6= 1 עם n ∈ N קיים אכן, הוכחה:

V (θ) 3 nv − θ (n) v = (1− θ (n))︸ ︷︷ ︸
6=0

v

.v ∈ V (θ) ולכן

מודול של מבנה 25.2

הצגה נקבל אז .M של הצגה (π, V וש( ,M חבורה של נורמלית תת־חבורה N /M ש נניח
.N של (π �N , V )

ע"י θm : N → C× כרקטר נגדיר m ∈M לכל .N של כרקטר θ : N → C× יהי

(n ∈ N) θm (n) = θ
(
mnm−1

)
אז

π
(
m−1

)
�V (θ): V (θ)

≈−→ V (θm)

וקטוריים. מרחבים של איזומורפיזם
אכן, הוכחה:

π
(
m−1

)
(π (n) v − θ (n) v) = π

(
m−1nm

) (
π
(
m−1

)
v
)
− θ

(
m−1

(
mnm−1

)
m
)
π
(
m−1

)
v

= π (n1) v1 − θm (n1) v1 ∈ V (θm)

ההפוך. בכיוון דומה ובאופן v1 = π
(
m−1

)
v ,n1 = m−1nm עם
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25.3 מסקנה

וקטוריים: מרחבים של איזומורפיזם משרה π
(
m−1

)
: V → V .1

Vθ = V/V (θ)
≈−→ V/V (θm) = Vθ

N ופעולת מודול Mל הופך Vθו M־שמור, V (θ) אז .θm = θ ,m ∈ M שלכל נניח .2
.θ דרך היא Vθ על

.θ דרך מודול N הוא Vθ מודול, N הוא V (θ) בפרט .3

אז θ : M → C× לכרקטר θ את להרחיב ניתן אם .4

θm = θ

הוא V (θ) ולכן (θm (n) = θ
(
mnm−1

)
= θ (m) θ (n) θ (m)

−1
= θ (n) (כי

M־מודול. Vθו M־שמור

חשובים מקרים שלושה

M־מודולים הם VN ,V (N) ולכן 1m = ש1 ברור N של 1 הטריוואלי הכרקטר עבור .1
טריוואלית. VN על N פעולת כאשר ,(V מ מושרה (מבנה

של θ, θ′ כרקטרים, ששני נאמר M־מודול. הוא V ,N / Γ נניח צמודים: כרקטרים .2
.θ′ = θm ש כך m ∈M קיים אם צמודים N

ובפרט Vθ ∼= Vθ′ וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם יש אז צמודים θ, θ′ אם תכונה
.Vθ′ = 0 ⇐⇒ Vθ = 0

.Vθ על θ דרך פועלת N כאשר N־מודולים הם Vθ, V (θ) .3

כM־מודול. V של מהמבנה מושרות הפעולות כל 25.4 הערה

פונקטוריאליות 25.3

f : V → U אם .(N = M לקחת (אפשר N /M כי נניח .N של כרקטר θ חבורה. N תהי
לינאריות העתקות נקבל ולכן ,f (V (θ)) ⊆ U (θ) אז M־מודולים, של M־מורפיזם

f (θ) : V (θ) → U (θ)

fθ : Vθ → Uθ

θ = 1 אם

f (N) : V (N) → U (N)

fN : VN → UN

M־מודולים. של M־מורפיזמים ואלה
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:θ דרך U על פועלת Nש נניח בפרט

(n ∈ N, u ∈ U) nu = θ (n)u

וקטוריים: מרחבים של איזומורפיזם ויש Uθ = U ,U (θ) = 0 אז

HomC

Vθ, U︸︷︷︸
=Uθ

 = HomN (Vθ, U) ∼= HomN (V,U)

f ↔ f ↔
[
V → Vθ

f→ U
]

לפרק ניתן ולכן ϕ (V (θ)) ⊆ U (θ) = 0 אז N־מורפיזם הוא ϕ : V → U אם הוכחה:
דרך ϕ את

V
q−→ Vθ = V/V (θ)

f−→ u

:n ∈ N ו z ∈ Vθ לכל אז לינארית, f : Vθ → U אם לבסוף,

f (nz) = f (θ (n) z) = θ (n) f (z) = n · f (z)

(N של כרקטר θ (יהי דיוק חצי
אם

0 −→ U
f−→ V

h−→ W −→ 0

הבאה הסדרה אז N־מורפיזמים, ו N־מודולים של מדויקת סדרה

UN
fN−→ VN

hN−→ WN −→ 0

(
Uθ

fθ−→ Vθ
hθ−→ Wθ −→ 0

)
.(·)N לפונקטור להתייחס די θ−1πל π הצגה של מעבר ע"י הוכחה: מדויקת.

.x = ξ+V (N) :x של נציג ξ ∈ V יהי .hN (x) = 0 ש כך x ∈ VN יהי על. h כי על hN
קיים ולכן על, h (N) : V (N) → W (N) כי נובע על, hש מאחר .h (ξ) ∈ W (N) אז
מאחר .h (ξ − ξ′) = 0 ו x = ξ − ξ′ + V (N) אז .h (ξ′) = h (ξ) עם ξ′ ∈ V (N)
fN (u+ U (N)) = ואז f (u) = ξ − ξ′ עם u ∈ U קיים מדויקת, המקורית שהסדרה

.ξ − ξ′ + V (N) = x

יסוד הנחות 25.4

הצגה (π, V ) ,N של חלק כרקטר θ סגורה. N ⊆ M ,lחבורות־ N / M והלאה מכאן
או Mל (ביחס חלקים VN ,V (N) ,Vθ ,V (θ)ו חלקה,

(
θ−1π, V

)
גם אז .N של חלקה

.(N
הבאה: הכיסוי הנחת את גם נניח

קומפקטית תת־חבורה יש קומפקטית) X דורשים [BZ]ב) X ⊆ N סופית קבוצה תת לכל
.X ⊆ Γ ⊆ N
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z =
∑l
i=1 (nivi − vi) ∈ V (N) אם כי V (N) =

⋃
Γ⊆N

Γ is compact

V (Γ) זה במצב יישום

.z ∈ V (Γ) ואז {n1, . . . , nl} ⊆ Γ לקחת די

הדוגמה

N =

{(
1 x
0 1

)
| x ∈ F

}
∼= (F,+)

קומפקטית. Nj וכל N =
⋃
j∈ZNj אז Nj =

(
1 Pj
0 1

)
נסמן ,F =

⋃
j∈Z Pj ו

האינטגרל קריטריון 25.5

(π, V ) .N של חלק כרקטר θ קומפקטי(?)). כיסוי תנאי מקיימת (מכאן lחבורת־ N תהי
קומפקטית תת־חבורה קיימת אם ורק אם v ∈ V (θ) אז .v ∈ V ,N של חלקה הצגה

ש כך Γ ⊆ N∫
Γ

θ−1 (γ)π (γ) vdµΓ (γ) = 0

כעת .θ = ש1 להניח אפשר θ−1πל מעבר ע"י הוכחה: (Γ של האר מידת היא µΓ (כאשר
:Γ lלחבורת־ נתייחס .v ∈ V (Γ) עם קומפקטית Γ ⊆ N קיימת ⇐⇒ v ∈ V (N)

V (Γ) = Kerπ (εΓ)

ולכן µΓ = εΓו

π (εΓ) v =

∫
Γ

π (γ) vdµΓ (γ)

אז קומפקטיות Γ ⊆ Γ1 ⊆ N שאם מראה ההוכחה 25.5 הערה
אפשר אכן, .

∫
Γ1
θ−1 (γ1)π (γ1) vdµΓ1 (γ1) = 0 ⇐=

∫
Γ
θ−1 (γ)π (γ) vdµΓ (γ) = 0

.V (Γ) ⊆ V (Γ1) ב ומשתמשים ,θ = 1 להניח

25.6 מסקנה

.V ′ (N) = V (N) ∩ V ′ ,V ′ (θ) = V (θ) ∩ V ′ אז: תת־N־מודול, V ′ ⊆ V אם .1

ולכן תת־מודול V (θ) ⊆ V כי (V (N)) (N) = V (N) ,(V (θ)) (θ) = V (θ) .2
הקודמת מהמסקנה

(V (θ)) (θ) = V (θ) ∩ V (θ) = V (θ)
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כי (V (N))N = 0 ,(V (θ))θ = 0 .3

V (θ)θ =
V (θ)

(V (θ)) (θ)
=
V (θ)

V (θ)
= 0

השלמות: .4

.Vθ על θ דרך פועלת N כי (Vθ) (θ) = 0 ,(VN ) (N) = 0 (א)

שנובע וראינו VN על טריוואלית פועלת N אכן, .θ 6= 1 אם (VN )θ = 0 (ב)
.θ 6= 1 כי (VN )θ = 0

דיוק 25.6

תהי

0 → U
f→ V

h→ W → 0

אז חלקים. N־מודולים של מדויקת סדרה

0 → Uθ
fθ→ Vθ

hθ→ Wθ → 0

0 → UN
fN→ VN

hN→ WN → 0

מדויקת.

יש N של סופית תת־קבוצה שלכל התנאי את קודם, שצוין כפי כאן, מניחים 25.7 הערה
אותה. שמכילה N של קומפקטית תת־חבורה

וראינו .f : U ↪→ V כהכלה: fל להתייחס אפשר חד־חד־ערכית. fθש להוכיח די הוכחה:
ומכאן U (θ) = V (θ) ∩ U ש

fθ : Uθ =
U

U (θ)
−→ V

V (θ)
= Vθ

חד־חד־ערכית.

מתוך חלק. N־מודול V יהי 25.8 מסקנה

0 → V (θ) → V
q→ Vθ → 0

נקבל: N־מודולים, של מדויקת סדרה

0 → V (θ)θ → Vθ
qθ→ (Vθ)θ → 0

נקבל מכאן .V (θ)θ = 0 אבל

עבור בפרט .qθ : Vθ
≈−→ (Vθ)θ איזומורפיזם משרה q : V → Vθ המנה 25.9 מסקנה

.VN
≈−→ (VN )N איזומורפיזם משרה V → VN :θ = 1
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איזומורפיזם משרה V (N) ↪→ V ההכלה אז .N של טריוואלי לא כרקטר θ יהי 25.10 טענה
N־מודולים): (של

V (N)θ
≈−→ Vθ

המדויקת מהסדרה הוכחה:

0 → V (N) → V → VN → 0

מדויקת סדרה נקבל

0 → V (N)θ → Vθ → (VN )θ︸ ︷︷ ︸
=0

→ 0

חילופית N כאשר Vθ בעזרת וקטורים זיהוי 25.7

אז חלק. N־מודול V יהי קומפקטיות). תנאי (עם חילופית lחבורת־ N תהי 25.11 טענה
.q (v) 6= 0 מקיימת q : V → Vθ המנה ולכן v /∈ V (θ) ש כך θ ∈ N̂ יש 0 6= v ∈ V לכל

.V = 0 אז θ ∈ N̂ לכל Vθ = 0 אם הנחות, באותן 25.12 מסקנה

עם חילופי תרשים יש θ ∈ N̂ לכל .v ע"י הנוצר V של הN־מודול תת U ⊆ V יהי הוכחה:
מדויקות: שורות

0 → U
i→ V

qU,θ ↓ qV,θ ↓
0 → Uθ

iθ→ Vθ

נקבל: ואז qU,θ (v) 6= 0 ש כך θ ∈ N̂ שקיים נוכיח

0 6= (iθ ◦ qU,θ) (v) = (qV,θ ◦ i) (v) = qV,θ (v)

:(W 6= 0 (בפרט W אי־פריקה מנה Uל קיימת ולכן (v 6= 0 (ע"י סופית נוצר U 6= 0

U → W → 0

מדויקת.
היא שהחבורה מניחים [אנו שור של מהלמה נובע חילופית, N ו אי־פריקה Wש מאחר

ש כך θ ∈ N̂ שקיים מותרת] שההצגה או σ־קומפקטית
.dimCW = 1 נובע וגם (w ∈W ו n ∈ N (לכל nw = θ (n)w

מדויקת, Uθ → Wθ → 0 ש מאחר .Wθ = W/W (θ) = W 6= 0 ולכן W (θ) = 0 אז
ע"י נוצרת Uθ ולכן v ע"י נוצרת U ו על N־מורפיזם qU,θ : U → Uθ אבל .Uθ 6= 0 ש נובע

.qU,θ (v) 6= 0 ולכן qU,θ (v)
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[[BH] [לפי Mirabolic המירבולית החבורה 26

כלליות תכונות 26.1

מקומי. שדה F

M =

{(
t x

1

)
| t ∈ F×, x ∈ F

}
⊆M2 (F )

הטופולוגיה (כאשר M2 (F מ( המושרית הטופולוגיה עם יחד המירבולית, החבורה היא
(M2 (F ) ≈ F 4 מהאיזומורפיזם מתקבלת

הטופולוגיה עם יחד .lמרחב־ M לכן טופולוגי. כמרחב F× × F ל הומיאומורפית M
הטופולוגיה עם lחבורת־ M סה"כ טופולוגית. לחבורה גם הופכת M ,M2 (F מ( המושרית

לעיל.
תתי־חבורות: שתי

N =

{
n (x) =

(
1 x

1

)
| x ∈ F

}
A =

{
a (t) =

(
t

1

)
| t ∈ F×

}
וחילופיות. Mב סגורות N ,A .M = NA ,N /M מתקיים

נסמן אם בפרט, .N ≈ F ,A ≈ F× :lחבורות־ של איזומורפיזם יש

Nj =

(
1 Pj

1

)
תכונת מקיים N =

⋃
j Nj ו ,Nב 1 לסביבת בסיס ומהוות Nב וקומפקטיות פתוחות Nj אז

קומפקטי. כיסוי
ע"י נתון 1 לסביבות בסיס :A עבור

Aj =

(
1 + Pj

1

)
פתוחות. קומפקטיות תת־חבורות

הומיאומורפיזם יש

N ×A → M

(n, a) 7→ na((
1 x

1

)
,

(
t

1

))
7→

(
1 x

1

)(
t

1

)
=

(
t x

1

)

שקולים: הבאים התנאים קבוצה. S ⊆M תהי 26.1 מסקנה

S ⊆ N · C עם קומפקטית C ⊆M קיימת .1

S ⊆ N ·
{(

t
1

)
| ε < |t| < ε−1

}
ש כך ε > 0 קיים .2
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קומפקטית.

{(
t

1

)
| ε ≤ |t| ≤ ε−1

}
כי מיידי, :1 ⇐= 2 הוכחה:

נסמן :2 ⇐= 1

P : NA → A ≈ F×(
1 x

1

)(
t

1

)
7→

(
t

1

)
7→ t

P (C) ⊆
{
t ∈ F× | ε < |t| < ε−1

}
ש כך ε > 0 קיים ולכן קומפקטית, P (C) ⊆ F× אז

ו

C ⊆ N

{(
t

1

)
| t ∈ P (C)

}
⊆ N

{(
t

1

)
| ε < t < ε−1

}

נסמן j ≥ 1 לכל 26.2 מסקנה

Kj = NjAj

=

(
1 Pj

1

)(
1 + Pj

1

)
=

(
1 + Pj Pj

1

)
= AjNj

.M של 1 לסביבות בסיס ומהוות (j ≥ 1) פתוחות קומפקטיות תתי־חבורות Kj ⊆M אז

a (t)n (x) a (t)
−1

= n (tx) 26.3 טענה

הוכחה:

a (t)n (x) a (t)
−1

=

(
t

1

)(
1 x

1

)(
t−1

1

)
=

(
t tx

1

)(
t−1

1

)
=

(
1 tx

1

)

אז θ 6= ש1 נניח .θ

(
1 x

1

)
= χ (x) ש כך χ ∈ F̂ כרקטר יש θ ∈ N̂ חלק כרקטר לכל

.χ 6= 1
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,χ′ = χt ש כך t ∈ F× יש ולכן 1 6= χ′ ∈ F̂ מתאים 1 6= θ′ ∈ N̂ נוסף כרקטר לכל

אכן: :θ′ = θa אז a =

(
t

1

)
∈ A נסמן .χ′ (x) = χ (tx) כלומר

θa
(

1 x
1

)
= θ

(
a

(
1 x

1

)
a−1

)
= θ

(
a (t)n (x) a (t)

−1
)

= θ

(
1 tx

1

)
= χt (x)

= χ′ (x)

= θ′
(

1 x
1

)

מכאן .A ע"י צמודים טריוואליים, לא θ, θ′ ∈ N̂ חלקים כרקטרים שני כל 26.4 מסקנה

מודולים M של איזומורפיזם יש .1

IndMN θ
≈−→ IndMN θ

′

indMN θ
≈−→ indMN θ

′

ע"י

f 7→ [fa : g 7→ f (ag)]

(θ′, V ) ,(θ, V ) ההצגות לשתי ונתייחס מ"ו V אם כללי: יותר קצת באופן 26.5 הערה
אז (θ′ו θ דרך פועלת N )

IndMN (θ, V )
≈−→ IndMN (θ′, V )

indMN (θ, V )
≈−→ indMN (θ′, V )

וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם קיים אז חלק. M־מודול U יהי .2

Uθ → Uθ′

a−1 : u+ U (θ) 7→ a−1u+ U (θ′)

(θmו θ עבור כללי באופן (ראינו

אז .Uθ = ש0 כך 1 6= θ ∈ N̂ ושקיים UN = ש0 נניח חלק. M־מודול U יהי 26.6 טענה
.U = 0

ולכן U1 = UN = 0 ש נתון כן וכמו 1 6= θ′ ∈ N̂ לכל Uθ′ = 0 ש נובע מהמסקנה הוכחה:
.U = 0 שנובע וראינו חילופית N .θ′ ∈ N̂ לכל Uθ′ = 0
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Ind
M
N θו ind

M
N θ 26.2

נתייחס וקטורי. מרחב V יהי .θ

(
1 x

1

)
= χ (x) :χ ∈ F̂ לו מתאים .1 6= θ ∈ N̂ יהי

:N של (θ, V ) להצגה

n 7→ θ (n) idV

.IndMN V ,indMN V ל ונתייחס

Ind איברי תומכי על חסם 26.2.1

ש כך K ⊆ M תהי .f ∈ IndMN V תהי .χ (x0) 6= ש1 כך x0 ∈ F יהי 26.7 טענה

אז .(fב (תלוי α =
∣∣x0

πj

∣∣ נסמן .Nj =

(
1 Pj

1

)
⊆ K ש כך j ∈ Z יש .ρ (k) f = f

suppf ⊆ N ·
{(

t
1

)
| |t| < α

}

⇐= f

(
t

1

)
6= 0 ש להראות די לכן .(a ∈ A ו n ∈ N ) f (na) = θ (n) f (a) הוכחה:

.|t| < α
מתקיים: x ∈ Pj לכל כעת

f

(
t

1

)
=

(
ρ

(
1 x

1

)
f

)(
t

1

)
= f

((
t

1

)(
1 x

1

))
= f

((
t

1

)(
1 x

1

)(
t

1

)−1(
t

1

))

= f

((
1 tx

1

)(
t

1

))
= χ (tx) f

(
t

1

)

x0 /∈ tPj ⇐= χ
(
tPj
)

= 1 ⇐= x ∈ Pj לכל χ (tx) = 1 ⇐= f

(
t

1

)
6= 0 לכן

.|t| < |x0|
|π|j = α ⇐=

∣∣x0

t

∣∣ > |π|j ⇐= x0

t /∈ Pj ⇐=

f

(
t

1

)
= 0 ש כך ε > 0 קיים ⇐⇒ f ∈ indMN V אז .f ∈ IndMN V תהי 26.8 מסקנה

.|t| < ε לכל
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suppf ⊆ N ·
{(

t
1

)
| ε < |t| < ε−1

}
ש כך ε > 0 קיים ⇐⇒ f ∈ indMN V הוכחה:

בטענה. כמו ε > 0 קיים אז f ∈ indMN V ולכן

suppf ⊆ N · מתקיים אז ,|t| < ε לכל f

(
t

1

)
= 0 ש כך ε > 0 קיים אם

תחום שיתקבל כך ε את ולהקטין α את להגדיל אפשר ואז

{(
t

1

)
| ε ≤ |t| < α

}
.suppf ⊆ N ·

{(
t

1

)
| ε′ < |t| < ε′−1

}
מהצורה

indMN V של פורשות קבוצות 26.2.2

נגדיר τ ∈ F× ,j ≥ 1 ,v ∈ V שלישיה לכל

fτ,j,v : M → V

)ע"י
x∈F

u∈1+Pj
)

f

((
1 x

1

)(
τ

1

)(
u

1

))
= χ (x) v

.N

(
τ

1

)(
1 + Pj

1

)
ל מחוץ f = ו0

26.9 למה

fτ,j,v ∈ indMN V .1

כאשר f =
∑
i fτi,j,vi סופי סכום ע"י נתון f ∈

(
indMN V

)Kj
איבר כל ,j ≥ 1 לכל .2

לזה. זה זרים fτi,j,vi תומכי

אז .(x ∈ F ) |x| ≤ δ לכל χ (x) = 1 ש כך δ > 0 יהי .3

(|y| ≤ δ
|τ ||π|j ו y ∈ F (כאשר

(
1 y

1

)
fτ,j,v = χ (τy) fτ,j,v

ש כך χ (y) 6= λ ∈ C וקבוע y ∈ F קיים אז ,τ /∈ 1 + Pj .4(
1 y

1

)
fτ,j,v = λfτ,j,v

בשוויון נשתמש .f = fτ,j,v נסמן ו4): 3 (של )הוכחה:
1 x

1

)(
τ

1

)(
u

1

)(
1 y

1

)
=

(
1 x+ τuy

1

)(
τ

1

)(
u

1

)
ש מכך )(נובע

t
1

)(
1 x

1

)(
t−1

1

)
=

(
1 tx

1

)
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(
מתקיים

((
1 y

1

)
f

)
(m) =

χ (x+ τuy) v

(
m =

(
1 x

1

)(
τu

1

)
, u ∈ 1 + Pj

)
0 = f (m) else

=

χ (τuv)χ (x) v

(
m =

(
1 x

1

)(
τu

1

)
, u ∈ 1 + Pj

)
0 = f (m) else

=

χ (τuv) f (m)

(
m =

(
1 x

1

)(
τu

1

)
, u ∈ 1 + Pj

)
0 = f (m) else

|y| ≤ δ
|τ ||π|j אז .u = 1 + w ואז ,w = u− 1 נסמן ,u ∈ 1 + Pj לכל :3 להוכחת נעבור

⇐=

|τwy| ≤ |τ | |π|j |y| ≤ δ

מכאן .χ (τwy) = 1 ולכן

χ (τuy) = χ (τy + τwy) = χ (τy)χ (τwy) = χ (τy)

לעיל. מהזהות נובע 3 ולכן
.π (z) 6= 1 ש כך z ∈ Pj0−1 קיים .χ �Pj0 = 1 ש כך j0 ∈ Z קיים :4 להוכחת נעבור

ש בהמשך נראה .y = z
τ−1 נגדיר .δ = |π|j0 נסמן

|y| ≤ δ

|τ | · |π|j

מתקיים: 3 )לפי
1 y

1

)
fτ,j,v = χ (τy)︸ ︷︷ ︸

λ

fτ,j,v

:χ (τy) 6= χ (y) ש להראות צריך

χ (τy)− χ (y) = χ (y)

(
χ (τy)

χ (y)
− 1

)
= χ (y) (χ ((τ − 1) y)− 1)

= χ (y) (χ (z)− 1) 6= 0

ולכן z ∈ Pj0−1 \ Pj0 ש לב נשים :|y| ≤ δ
|τ |·|π|j ש נבדוק כעת

|z| = |π|j0−1
=

δ

|π|
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ולכן

|y| =
δ

|τ − 1| |π|

ומכאן j ≥ 1 ו |τ − 1| = |τ | אז |τ | > 1 אם

|y| =
δ

|τ | |π|
≤ δ

|τ | · |π|j

ולכן |τ − 1| > |π|j ש נובע τ /∈ 1 + Pj ש מאחר אז ,|τ | ≤ 1 אם

|τ − 1| |π| ≥ |π|j

ולכן

|y| =
δ

|τ − 1| |π|
≤ δ

|π|j
≤ δ

|π|j |τ |

.|τ | ≤ 1 ש מכך נובע האחרון האי־שוויון כאשר

ind
M
N V של ז'קה מודול 26.3

אז: .θ דרך N של הצגה (θ, V ו( (χ ∈ F̂ ל (המתאים 1 6= θ ∈ N̂ יהי 26.10 )טענה
indMN V

)
(N) = indMN V

.
(
indMN V

)
N

= 0 ולכן

.(z 6= 0 (אז χ (z) 6= 1 עם z ∈ F יהי .χ (x) = 1 ⇐= |x| ≤ δ ש כך δ > 0 יהי הוכחה:
.|z| < δ

|π|j0 אז ,|π|j0 < δ
|z| ש כך j0 ≥ 1 יהי

.
(
indMN V

)
(N)ל שייכת (j ≥ j0) f = fτ,j,v שכל להוכיח די בלמה, 2 תכונה לפי

אז: .y = z
τ נסמן

|y| ≤ δ

|τ | |π|j0
≤ δ

|τ | |π|j

בלמה: 3 תכונה לפי )לכן,
indMN V

)
(N) 3

(
1 y

1

)
f − f

= χ (τy) f − f
= (χ (z)− 1)︸ ︷︷ ︸

6=0

f

.f ∈
(
indMN V

)
(N) ולכן
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הפונקציות מרחבי בין שוויון יוצר indMN V ↪→ IndMN V ההכלה M־מורפיזם 26.11 )טענה
indMN V

)
(N) =

(
IndMN V

)
(N)

תואמת. הצדדים שני על M ופעולת

26.12 מסקנה

.1(
IndMN V

)
(N) =

(
indMN V

)
(N) = indMN V

.2(
IndMN V

)
N

=
IndMN V(

indMN V
)

(N)
=

IndMN V

indMN V

טריוואלית: IndMN V

indMN V
על N פעולת בפרט, .3(

IndMN V

indMN V

)
(N) = 0

מתקיים n ∈ N ולכל f ∈ IndMN V שלכל להוכיח צריך הוכחה:

.f1 ∈ indMN V כלומר f1
..= nf − f ∈

(
indMN V

)
(N)

ש כך x ∈ F יהי .|t| < ε לכל f1

(
t

1

)
= 0 ש כך ε > 0 שקיים להוכיח די זה לצורך

.n =

(
1 x

1

)

f1

(
t

1

)
= (nf − f)

(
t

1

)
= f

((
t

1

)(
1 x

1

))
− f

(
t

1

)
= f

((
1 tx

1

)(
t

1

))
− f

(
t

1

)
= (χ (tx)− 1) f

(
t

1

)
ואז n = 1 אז x = 0 (אם ε = δ

|x| נגדיר .χ (z) = 1 ⇐= |z| ≤ δ ש כך δ > 0 יהי

.f1

(
t

1

)
= 0 ⇐= χ (tx) = 1 ⇐= |tx| < δ ⇐= |t| < ε כעת .(f1 = 0
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θל ביחס ז'קה מודול 26.4

.Vθ = V ולכן (θ דרך V על פועלת N (כי V (θ) = 0 ש לב נשים 26.13 הערה

N־הומומורפיזם: יש .1 6= θ ∈ N̂ כזכור

α : IndMN V → V

αc : indMN V → V

f 7→ f (1)

N־מודולים: של הומומורפיזם משרה α

αθ :
(
IndMN V

)
θ
−→ Vθ = V

(αc)θ :
(
indMN V

)
θ
−→ Vθ = V

N־מודולים). (של וקטוריים. מרחבים של איזומורפיזמים (αc)θ ,αθ 26.14 טענה

כאשר ξ = f +
(
indMN V

)
(θ) ∈ Ker (αc)θ תהי חד־חד־ערכית: (αc)θ הוכחה:

אז: .f ∈ indMN V

0 = (αc)θ ξ = αcf = f (1)

מתקיים i לכל אז .(vi 6= 0 (עם f =
∑
i fτi,j,vi זרים תומכים עם ופירוק j ≥ 1 יש כעת

.τ /∈ 1 + Pj עם f = fτ,j,v להניח אפשר לכן .τ /∈ 1 + Pj ולכן fτi,j,vi (1) = 0

לכן: .λ 6= χ (y) עם

(
1 y

1

)
f = λf ש כך y ∈ F קיים הלמה, לפי

(
indMN V

)
(θ) 3

(
1 y

1

)
f − θ

(
1 y

1

)
︸ ︷︷ ︸

χ(y)

f = (λ− χ (y))︸ ︷︷ ︸
6=0

f

.ξ = 0 כלומר ,f ∈
(
indMN V

)
(θ) ולכן

αf1,1,v = f1,1,v (1) = ואז f1,1,v נקח v ∈ V לכל אכן, על. αc ש להוכיח די על: (αc)θ
.v

איזומורפיזם. (αc)θ סה"כ:
החילופי מהתרשים כעת:

indV ↪→ IndV

αc ↘ ↙α

V

חילופי: תרשים נקבל

(indV )θ ↪→ (IndV )θ
(αc)θ

↘≈ ↙αθ

V = Vθ
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IndMN V

indMN V
על טריוואלית פועלת Nש indMN V של ז'קה מודול על מטענה במסקנה ראינו אבל

.(θ 6= 1)
(
IndMN V

indMN V

)
θ

= 0 ולכן

המדויקת מהסדרה נקבל כעת

0 −→ indV ↪→ IndV −→ IndMN V

indMN V
−→ 0

מדויקת הבאה שהסדרה

0 −→ (indV )θ ↪→ (IndV )θ −→

(
IndMN V

indMN V

)
θ︸ ︷︷ ︸

=0

−→ 0

איזומורפיזם. αθ גם לכן איזומורפיזם. השני החילופי בתרשים העליונה השורה לכן

U חלק M־מודול של U (N) 26.5

העתקת יש .θ דרך Uθ על פועל N אז .M של חלקה הצגה (σ, U) תהי .1 6= θ ∈ N̂ יהי
מנה

q : U → U

U (θ)
= Uθ

N־מורפיזם. שהיא
וקטוריים: מרחבים של איזומורפיזם יש פרובניוס הדדיות לפי

HomN (U,Uθ)
≈−→ HomN

(
U, IndMN Uθ

)
מפורשת בצורה הנתון q∗ ∈ HomN

(
U, IndMN Uθ

)
איבר לו ומתאים שמאל בצד איבר q

ע"י

(u ∈ U,m ∈M) (q∗ (u)) (m) = q (mu)

:(q∗ של (צמצום M־מודולים של M־הומומורפיזם משרה בעצמו q∗ לבסוף

(q∗) (N) : U (N) −→
(
IndMN Uθ

)
(N) = indMN Uθ

M־מודולים. של איזומורפיזם הוא לעיל q∗ (N) 26.15 משפט

26.16 מסקנה

.U על טריוואלית פועלת N אז Uθ = 0 אם .1
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.Nu = u אז (∀t ∈ F×)

(
t

1

)
u ∈ U (θ) מקיים u ∈ U אם .2

ולכן N־מורפיזם הוא q .(∀t ∈ F×) q

((
t

1

)
u

)
= 0 נתון הוכחה:

ולכן M־מורפיזם הוא q∗ .u ∈ Kerq∗ ומכאן (∀t, x) q

((
1 x

1

)(
t

1

)
u

)
= 0

מכאן: .(∀n ∈ N) nu− u ∈ Kerq∗

nu− u ∈ U (N) ∩Kerq∗ = Ker (q∗ (N)) = 0

.n ∈ N לכל nu = u לכן המשפט. לפי האחרון השוויון כאשר

המשפט. להוכחת נעבור
:([BH] על (מבוססת הוכחה:

מודולים M נסמן

W = Ker (q∗ (N)) = U (N) ∩ (Kerq∗)

C = Coker (q∗ (N)) = indMN Uθ/ (Imq∗)

(ראינו .Cθ = 0 ,Wθ = 0 ,CN = 0 ,WN = 0 להוכיח די .C = 0 ,W = 0 להוכיח צריך
Vθ = ש0 כך θ 6= 1 קיים אם כי המירבולית של החבורה של הכלליות בתכונות כללי באופן

(V = 0 אז VN = ו0
אבל מדויקת. 0 → WN → U (N)N ולכן תת־M־מודול W ↪→ U (N) ראשית

.WN = 0 לכן .(U (N) (N) = U (N) כי (ראינו U (N)N = 0

C (כי
(
indMN Uθ

)
N

של מנה הוא CN ,
(
indMN Uθ

)
N

= 0 :θ דרך Uθ על פועל N ו מאחר

.CN = 0 לכן מדויק). (·)θ והפונקטור indMN Uθ של מנה
נובע מדויק, (·)θש מאחר

Wθ = Ker ((q∗ (N))θ)

Cθ = Coker ((q∗ (N))θ)

V (N) ↪→ V ההכלה ,V חלק N־מודול שלכל נזכור איזומורפיזם. q∗ (N)θש להוכיח די לכן
מודולים N של איזומורפיזם משרה

(V (N))θ
≈−→ Vθ

(θ 6= 1 ו VN על טריוואלית פועלת N כי (VN )θ = 0 (כי
חילופי: תרשים נקבל לכן

Uθ
(q∗)θ−→

(
IndMN Uθ

)
θ

≈ ↑ ↑≈

(U (N))θ
(q∗(N))θ−→

((
IndMN Uθ

)
(N)

)
θ

ש להוכיח די לכן

(q∗)θ : Uθ →
(
IndMN Uθ

)
θ
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שסימנו נזכור איזומורפיזם.

α : IndMN Uθ → Uθ

f 7→ f (1)

N־מודולים: של איזומורפיזם מתקבל קודמת טענה לפי M־מורפיזם). )

αθ :
(
IndMN Uθ

)
θ

≈−→ (Uθ)θ = Uθ

u ∈ U לכל הזהות: הוא αθ ◦ (q∗)θ אבל

(αθ ◦ (q∗)θ) (u+ U (θ)) = α (q∗ (u)) + Uθ (θ)︸ ︷︷ ︸
=0

= q∗ (u) (1)

= q (u)

= u+ U (θ)

הפיך. גם (q∗)θ = α−1
θ ומכאן

הצגות מיון 26.6

.M של חלקה אי־פריקה הצגה (σ, U) תהי

חילופית, A לA־מודול. הופך U ואז U על טריוואלית פועלת N אז U (N) = 0 אם .1

ש כך η ∈ F̂× כרקטר ויש dimC U = 1 )ולכן
t x

1

)
7→ t 7→ η (t)

לפי תת־מודול). U (N) (כי U (N) = U אז .U (N) 6= 0 נניח .1 6= θ ∈ N̂ נבחר .2
M־מודולים של איזומורפיזם יש המשפט,

U = U (N)
≈−→ indMN Uθ

הוא מודול Nכ Uθ (כי .U ≈ indMN θ כלומר .dimC Uθ = 1 ש נובע מאי־פריקות
אבל ,indMN θ של עותקים של ישר סכום indMN Uθ ולכן ,θ של עותקים של ישר סכום

(indMN Uθ = indMN θ כי נובע אי־פריק, indMN Uθו מאחר

GL2 (F ) 27

GL2 (F ) = {A ∈M2 (F ) | detA 6= 0}
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.lחבורת־ היא

T =

{(
t1

t2

)
| t1,2 ∈ F×

}
N =

{(
1 ∗

1

)}
B =

{(
t1 x

t2

)
| t1,2 ∈ F×, x ∈ F

}
.B/N ∼= T ,N / B

.G = GL2 (F ) והלאה מכאן
המקסימלי: הקומפקט

K0 = K ..= GL2 (O)

=
{
A ∈ G | A,A−1 ∈M2 (O)

}
שקול: תיאור

GL2 (O) =
{
A ∈M2 (O) | detA ∈ O× = UF

}

קרטן פירוק 27.1

.A =

(
a b
c d

)
∈ G תהי :G הוא האיחוד הוכחה: G =

⋃
· n,m∈Z
n≤m

K

(
πn

πm

)
K

.|a| ≥ |b| , |c| , |d| להניח אפשר W =

(
1

1

)
∈ K בעזרת

.b = c = 0 להניח אפשר משמאל

(
1
− c
a 1

)
∈ Kוב מימין

(
1 − b

a
1

)
∈ Kב כפל ע"י

.A =

(
πn

πm

)
ל מגיעים

(
u1

u2

)
∈ K בעזרת .|a| ≥ |d| וגם A =

(
a

d

)
כלומר

ביחידות. נקבעים mו nש להוכיח צריך A = K

(
πn

πm

)
K אם זר: הוא האיחוד

ν (detA) = n+m .1

Oa+Ob+Oc+Od = πnO .2

σ־קומפקטי. הוא G 27.1 מסקנה
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Iwasawa פירוק 27.2

W =

(
1

1

)
∈ K ע"י מימין כפל בעזרת .A =

(
a b
c d

)
∈ G תהי הוכחה: G = BK

ואז c = 0 נקבל

(
1
− c
d 1

)
∈ K ב מימין כפל ע"י .|d| 6= 0 בפרט ,|c| ≤ |d| להניח אפשר

.A ∈ B

27.2 מסקנה

.indGB σ = IndGB σ מתקיים B של σ חלקה הצגה לכל ולכן קומפקטי, B \G .1

סופית. נוצרת τ �B ⇐⇒ סופית נוצרת τ אז ,G של חלקה הצגה (τ, V ) תהי .2

מודול). Gכ גם ולכן מודול Bכ סופית נוצר V (כי ברור : =⇒ הוכחה:

(תת־ K1 ⊆ K ⊆ G תהי מודול. Gכ V את פורשים {v1, . . . , vn} ש נניח : ⇐=

K =
⋃
· lj=1 gjK1 יהיו .(∀i) vi ∈ V K1 ⊇ V K ש כך פתוחה) קומפקטית חבורה

אז: הקוסטים.

V =
∑
i

CGvi

=
∑
i

CBKvi

=
∑
i,j

CBgjK1vi

=
∑
i,j

CBgjvi

כB־מודול. V את יוצרים gjvi מכאן

Bruhat פירוק 27.3

W =

(
1

1

)
נסמן

.G = B ∪· BWB זר פירוק מתקיים 27.3 טענה

G = ל שקולה הטענה כלומר ,BWB = BWTN = BTWN = BWN 27.4 הערה
B ∪· BWN

ומתקיים c 6= 0 אז .A =

(
a b
c d

)
∈ G−B תהי :Gל שווה האיחוד הוכחה:

BWB 3
(

1 ac−1

1

)
W

(
c d
0 b− ac−1d

)
= A
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ומתקיים a, d 6= 0 אז .A =

(
a c
0 d

)
W

(
1 x

1

)
∈ BWN תהי זר: האיחוד

A =

(
a c
0 d

)(
0 1
1 x

)
=

(
c a+ cx
d dx

)
/∈ B

העתקה יש

f : B ×N → BWN

(b, n) 7→ bWn

סגורה). B (כי פתוחה קבוצה G−B = BWB הומיאומורפיזם. והיא

אז Bוב Nב פתוחות Ω1 ⊆ B ,Ω2 ⊆ N אם 27.5 מסקנה

f (Ω1 × Ω2) = {bWn | b ∈ Ω1, n ∈ Ω2}

.(Gב גם ולכן G−B = BWB = BWNב פתוחה היא (כי Gב פתוחה

שקולים: הבאים התנאים .S = BS עם סגורה תת־קבוצה S ⊆ G תהי 27.6 טענה

S ∩B = ∅ .1

(Nj =

(
1 Pj

1

)
) S ⊆ BWNj ש כך j ∈ Z קיים .2

.(BWNj) ∩B = ∅ כי :1 ⇐= 2 הוכחה:
מאחר .sj ∈ S \ (BWNj) יש j לכל אז נכון, לא 2 אם השלילה: בדרך :2 ⇐= 1

.sj ∈ (BWN) \ (BWNj) נובע ,sj /∈ Bש

ולכן xj /∈ Pj עם sj ∈ BW
(

1 xj
1

)
= B

(
1

1 xj

)
לרשום ניתן לכן

ו S = BS (כי

(
1

1 xj

)
∈ S ש נובע מכאן .limj→−∞ |xj | =∞

גם לכן .(

(
1

1 xj

)
∈ Bsj ⊆ BS = S

S 3
(
−xj 1

x−1
j

)
︸ ︷︷ ︸

∈B

(
1

1 xj

)
︸ ︷︷ ︸
∈S

=

(
1 0
x−1
j 1

)
−→
j→−∞

(
1

1

)
= I2

.S ∩B = ש∅ לכך סתירה .I2 ∈ B אבל .I2 ∈ S נובע סגורה Sו מאחר
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SL2 (F ) 27.4

SL2 (F ) = {g ∈ GL2 (F ) | det g = 1}

.lחבורת־ ולכן G של סגורה )תת־חבורה
1
t 1

)
כלשהי ומטריצה N =

{(
1 x

1

)}
ע"י כחבורה נוצרת SL2 (F ) 27.7 למה

.(t 6= 0)

יסודית: זהות )הוכחה:
1 −t−1

1

)(
1
t 1

)(
1 −t−1

1

)
=

(
0 −t−1

t 1

)(
1 −t−1

1

)
=

(
0 −t−1

t 0

)
)ו

−t−1

t

)(
1 x

1

)(
−t−1

t

)−1

= I2 +

(
−t−1

t

)(
1 x

1

)(
t−1

−t

)
= I2 +

(
−t−1

t

)(
0 x
0 0

)(
t−1

−t

)
= I2 +

(
0 0
0 xt

)(
t−1

−t

)
=

(
1
−xt2 1

)
.(x (בעזרת בחבורה נמצא

(
1
y 1

)
כל )לכן

−1
1

)
בפרט .(∀y) בחבורה נמצא

(
−y−1

y

)
,(t כל (עם היסודית הזהות לפי

אז בחבורה. נמצא

(
y 0

y−1

)
(y במקום −y והצבת משמאל כפל (ע"י ולכן בחבורה נמצא

בחבורה נמצא

(
y x

y−1

)
=

(
y 0

y−1

)(
1
xy 1

)
גם

בחבורה. נמצא

(
y
x y−1

)
=

(
1

xy−1 1

)(
y 0

y−1

)
)וגם

1
− c
a 1

)
עם ואז a 6= ש0 להניח

(
−1

1

)
עם אפשר ,

(
a b
c d

)
∈ SL2 (F ) לכל

.

(
∗ ∗
∗

)
ל להגיע (משמאל)

יש (כי SL2 (F ) ⊆ G1 אז ,N את המכילה פתוחה תת־חבורה G1 ⊆ G אם 27.8 מסקנה

.(t 6= 0

(
1
t 1

)
∈ G1
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lחבורות־ של ההומומורפיזם 27.9 טענה

det : G −→ F×

g 7→ det g

:lחבורות־ של איזומורפיזם המשרה פתוחה העתקה הוא

G/SL2 (F ) ≈ F×

:lחבורות־ של הומומורפיזם נקבל מנה חבורת בעזרת הוכחה:

d : G/SL2 (F ) −→ F×

החתך בעזרת רציף וההופכי ועל, חד־חד־ערכי רציף

t 7→
(
t

1

)
∈ SL2 (F )

ע"י מתפרק detו איזומורפיזם, d לכן

det : G
open→ G/SL2 (F )

≈→ F×

.(F 6= F2, F3 שדה לכל גם (נכון GL2 (F )
′

= SL2 (F )
′

= SL2 (F ) 27.10 למה

.SL2 (F )
′

= SL2 (F ) להראות די ולכן SL2 (F )
′ ⊆ GL2 (F )

′ ⊆ SL2 (F )

SL2 (F )
′ 3

(
t

t−1

)(
1 x

1

)(
t−1

t

)(
1 −x

1

)
=

(
1 xt2

1

)(
1 −x

1

)
=

(
1 x

(
−1 + t2

)
1

)

הצמדה ע"י .

(
1 y

1

)
∈ SL2 (F ) ש ונסיק x = y

t2−1 נציב y ∈ F לכל אז .t 6= 0,±1 נקח

.SL2 (F ) את יוצרות ואלה

(
1
y 1

)
∈ SL2 (F )

′ ש נסיק

מודולוס 27.5

אונימודולרית. G = GL2 (F ) 27.11 טענה
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ע"י ϕ : G→ G באוטומורפיזם נשתמש הוכחה:

A 7→
(
A−1

)t
=
(
At
)−1

האר מידת µ תהי .δ (ϕ) = 1 ולכן δ (ϕ)
2

= δ (ϕ ◦ ϕ) = 1 ש נובע ,ϕ ◦ ϕ = id ש מאחר

אז: .g =

(
π

1

)
נסמן .(K0 = GL2 (O)) µ (K0) = 1 ש כך מנורמלת משמאל,

δ (g) =
µ
(
gK0g

−1
)

µ (K0)

= µ
(
gK0g

−1
)

︸︷︷︸
δ(ϕ)=1

= µ
(
ϕ
(
gK0g

−1
))

= µ
(
ϕ (g)ϕ (K0)ϕ (g)

−1
)

= µ
(
ϕ (g)ϕ (K0)ϕ (g)

−1
)

= µ
(
g−1K0g

)
=

µ
(
g−1K0g

)
µ (K)

= δ
(
g−1

)
.δ �K0

= 1 ש נובע ,δ ≥ ו0 קומפקטית K0ש מאחר .δ (g) = 1 ומכאן δ (g)
2

= 1 לכן

δ

(
1

π

)
= δ

(
W

(
1

π

)
W−1

)
= δ

(
π

1

)
= 1

.z ∈ G לכל δ (z) = ש1 נובע קרטן מפירוק

N על B פעולת של המודולוס 27.5.1

אוטומורפיזם יוצר ξ ∈ B כל .N / B .B =

(
∗ ∗
∗

)
,N =

(
1 ∗

1

)
Cξ : W → N

n 7→ ξnξ−1

.δ (Cξ) =
∣∣a
d

∣∣ אז ξ =

(
a b
0 d

)
אם

נסמן ξ =

(
a

d

)
עבור .δ (Cξ) = 1 ולכן Cξ = id אז ξ =

(
1 b

1

)
אם אכן:
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lחבורות־ של האיזומורפיזם ובעזרת Cξ (n) =

(
1 a

dx
1

)
אז ,n =

(
1 x

1

)
N

≈−→ F(
1 x

1

)
7→ x

.
∣∣a
d

∣∣ הוא F של זה אוטומורפיזם של שהמודולוס וראינו ,Fב a
dב לכפל מתאים Cξש נקבל

B של המודלוס 27.5.2

δB

(
a b

d

)
=
∣∣a
d

∣∣ 27.12 טענה

הוכחה:

.δB �N= 1 ולכן קומפקטיות חבורות־קבוצות איחוד N ו δB �N≥ 0 מתקיים .1

δ

(
π

1

)
את לבדוק נותר לכן עליה. δB = 1 ולכן קומפקטית

(
O×

O×
)

.2

נסמן .|R| = 1
|π| אז .O/P של נציגים קבוצת R ⊆ F תהי .δ

(
1

π

)
ו

K1 =

(
O× πO

O×
)
⊆ K =

(
O× O

O×
)

פתוחה. קומפקטית תת־חבורה
)השוויון

1 r
1

)(
a πb

d

)
=

(
a πb+ rd

d

)
ש מראה

K =
⋃
·

r∈R

(
1 r

1

)
K1

rd = y ( mod πO) ו a = x, d = z אז

(
a πb+ rd

d

)
=

(
x y

z

)
אם אכן,

.b = y−rd
π לבסוף, .r את קובע r = d−1y ( mod O) ⇐=

אז משמאל) או (מימין האר מידת µ אם .(K : K1) = |R| = 1
|π| לכן

µ (K1)

µ (K)
=

1

|R|
= |π|

ולבסוף

δ

(
π

1

)
=

µ

((
π

1

)
K

(
π

1

)−1
)

µ (K)

=
µ (K1)

µ (K)
= |π|
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ו

δ

(
1

π−1

)
=

µ

((
1

π−1

)
K

(
1

π

))
µ (K)

=
µ (K1)

µ (K)
= |π|

[BH] GL2 (F ) של חלקות הצגות של כלליות תכונות 28

כרקטרים 28.1

ויש dimC V = 1 אז SL2 (F ) ⊆ Ker (π) ש כך G של חלקה אי־פריקה הצגה (π, V ) תהי

יש הוכחה: (π (g) = χ (det g) · idV (כלומר .V על π = χ ◦ det ש כך χ ∈ F̂× כרקטר
חילופי תרשים

G
↙ ↓det ↘π

G
SL2(F )

≈→ F×
σ→ GL (V )

פתוחה, detש מאחר .( G
SL2(F מ( כהעתקה π על לחשוב אפשר ולכן SL2 (F ) ⊆ Ker (π) (כי

.χ ∈ F̂× שיש נובע σ־קומפקטית), G) שור של הלמה לפי ואי־פריקה. F× של חלקה הצגה σ
.π = χ ◦ det ולכן dimC V = ו1 χ = σש כך

אכן, .θ = χ ◦ det ש כך χ ∈ F̂× יש כרקטר, θ : G → C× אם פרטי מקרה
אי־פריקה. (θ,C)ו SL2 (F ) = G′ ⊆ Ker θ

שמור V 3 v 6= 0 וקטור שקיים נניח .G של אי־פריקה חלקה הצגה (π, V ) תהי 28.1 טענה
(dimC V = (ו1 .π = χ ◦ detש כך χ ∈ F̂× חלק כרקטר יש אז .π (N)ל ביחס

.SL2 (F ) ⊆ StabGv לכן .(v ∈ V K (נקח פתוחה K ⊆ G ומכילה N ⊆ StabG v הוכחה:
:g ∈ G לכל

gv ∈ gV SL2(F ) = V g SL2(F )g−1

= V SL2(F )

SL2 (F ) ⊆ Ker (π) ולכן V = V SL2(F ) ש נובע spanC {gv | g ∈ G} = V ש מאחר
המסקנה. נובעת שמכאן וראינו
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סופי מימד

dimC V = 1 אז .dimC V <∞ ש כך G של אי־פריקה חלקה הצגה (π, V ) תהי 28.2 טענה

.
(
χ ∈ F̂×

)
π = χ ◦ det ו

כך F 3 t, t1 6= 0 יש לכן פתוחה Ker (π) ש רואים V של בסיס בעזרת הוכחה:

(

(
a

1

)
ב הצמדה (ע"י ולכן נורמלית, Ker (π) .

(
1
t1 1

)
,

(
1 t

1

)
∈ Ker (π) ש

וראינו SL2 (F ) ⊆ Ker (π) ולכן N ⊆ Ker (π) לכן .(a (לכל

(
1 at

1

)
∈ Ker (π)

המסקנה. שנובעת

(שווה IndGB σל שייכת f : G→ V פונקציה אז .B של חלקה הצגה (σ, V ) תהי 28.3 הערה
⇐⇒ f (1) = 0 ומקיימת קומפקטית) B \G כי indGB σל גם

(g ∈ G ,b ∈ B (לכל f (bg) = σ (b) f (g) .1

חלקה f .2

.supp f ⊆ BWNj ש כך j ∈ Z קיים .3

⇐⇒ f ∈ IndGB σ = indGB σ ראשית הוכחה: .W =

(
1

1

)
ו Nj =

(
1 Pj

1

)
כאן

ו2. 1
אז מתקיימים. אלה תנאים כי נניח

f (1) = 0 ⇐⇒ f �B= 0

⇐⇒ supp f ∩B = ∅

3 ⇐⇒ supp f ∩ B = ∅ זה שבמצב וראינו סגורה S ,S = BS אז .S = supp f נסמן
מתקיים.

סימונים

W =

(
1

1

)
•

נסמן T =

(
∗
∗

)
של חלקה הצגה (σ, V ) אם •

IndGB σ = IndGB σ
′

indGB σ = indGB σ
′

:B של החלקה ההצגה (σ′, V ) כאשר

σ′
(
a b

d

)
= σ

(
a b

d

)
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.T של החלקה ההצגה את
(
σW , V

)
ב נסמן ,B של חלקה הצגה (σ, V ) אם •

(t ∈ T ) σW (t) = σ

WtW−1︸ ︷︷ ︸
=W



U (N) = 0 אז .Bל אותה ונרחיב ,T של חלקה הצגה (σ, U) תהי צמצום השראה משפט
B־מורפיזם קיים .IndGB σ על נסתכל כעת .(σN = σ גם (ונכתוב UN = U ולכן

α : IndGB σ → U

f 7→ f (1)

B־מורפיזם נקבל מכאן

αN :
(

IndGB σ
)
N
→ UN = U

כT־מורפיזם. αN על נסתכל

ממנה). מתקבלת αN (כי על αN ולכן על α 28.4 הערה
.B ∩K ⊆ K1 כך K ⊆ G יש אז ,u ∈ UK1ש כך K1 ⊆ B תהי .u ∈ U יהי אכן,

אכן: .f (1) = u ו (g = 1 עם BgK=) BK ל מחוץ f = ש0 כך f ∈
(

IndGB σ
)K

קיימת

u ∈ V K1 ⊆ V B∩K = V B∩gKg
−1︸ ︷︷ ︸

g=1

סדרה יש ולכן αN ≈ δB · σW T־מודולים של איזומורפיזם יש לעיל, בסימונים 28.5 משפט
T־מודולים: של מדויקת

0 → δBσ
W →

(
IndGB σ

)
N

αN→ σ → 0

כולם) על טריוואלית פועלת N (ו

f ∈ IndGB σ הפונקציות מכל המורכב V ⊆ IndGB σ B־מודול התת הוא Kerα הוכחה:
.f (1) = 0 המקיימות

(לכל f (bg) = σ (b) f (g) חלקה, f אם: ורק אם f ∈ V מתקיים .f : G → U תהי
.supp f ⊆ BWNj0 ש כך j0 ∈ Z וקיים (g ∈ Gו b ∈ B

ורק אם f ∈ V (N) האינטגרל, קריטריון לפי .f ∈ V תהי .VN הT־מודול את נמצא
ש כך j ∈ Z קיים אם

F ..=

∫
Nj

ρ (n) fdµNj (n) = 0

.j ≤ j0 גם ונדרוש ,j את להקטין כלומר ,Nj את להגדיל שאפשר ראינו
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F ∈ V כן, כמו .µNj = µ �Nj אז N על האר מידת µ אם ולכן פתוחה Nj ⊆ N
g ∈ G לכל משמאל). Nב להזזות אינווריאנטית f כי (חלקה

F (g) =

∫
Nj

(ρ (n) f) (g) dµNj (n)

=

∫
Nj

f (gn) dµ (n)

.F �BWN= 0 לבדוק די לכן .(F ∈ V כי (אוטומטית, F �B= 0 כן, כמו
אז .x0 = b0Wn0 ∈ BWN תהי

F (b0Wn0) =

∫
Nj

f (b0Wn0n) dµ (n)

האינטגרל ולכן supp f ⊆ BWNj0 ⊆ BWNj אבל b0Wn0n /∈ BWNj אז n0 /∈ Nj אם
.0 הוא

:n0 ∈ Nj נניח

F (b0Wn0) =

∫
Nj

f (b0Wn0n) dµ (n)

=

∫
Nj

f (b0Wn) dµ (n)

= σ (b0)

∫
Nj

f (Wn) dµ (n)

עבור f (Wn) = ש0 מאחר האר. מידת µש בכך שימוש ע"י מתבצע השני המעבר כאשר
נקבל ,n /∈ Nj

(n0 ∈ Nj) F (b0Wn0) = σ (b0)

∫
Nj

f (Wn) dµ (n)

= σ (b0)

∫
N

f (Wn) dµ (n)

⇐⇒ F = 0 ⇐⇒ f ∈ V (N) מתקיים f ∈ V עבור סה"כ אז
.
∫
N
f (Wn) dµ (n) = 0
העתקה נגדיר לכן

ϕ : V → U

ϕ (f) =

∫
N

f (Wn) dµ (n)

חד־חד־ערכית: לינארית טרנספורמציה משרה ϕ ואז

VN =
V

V (N)
=

V

Kerϕ
↪→ U
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וקטוריים מרחב של איזומורפיזם ונקבל Imϕ = U ש בסוף נבדוק .ϕמ מושרה החץ כאשר
:ϕמ המושרה

KerαN = VN =
V

Kerϕ

≈→ U

המנה) העתקת תחת Kerα תמונת זו כי KerαN = VN כי לב (נשים
נסמן .f + V (N) ∈ VN של נציגה f ∈ V תהי .U איברי על T פעולת את לתרגם יש

למצוא צריך .t ∈ T יהי .u = ϕ (f)

t · u = u′ = ϕ (ρ (t) f)

(σ (t)u כלומר ,u על t פעולת הוא שמאל צד (כאשר

ϕ (ρ (t) f) =

∫
N

(ρ (t) f) (Wn) dµ (n)

=

∫
N

f (Wnt) dµ (n)

=

∫
N

f
(
Wt

(
t−1nt

))
dµ (n)

=

∫
N

f (Wtn) dµ
(
t−1nt

)
= δ (t)

∫
N

f
((
WtW−1

)
(Wn)

)
dµ (n)

= δ (t)σ
(
WtW−1

) ∫
N

f (Wn) dµ (n)

= δ (t)σW (t)

∫
N

f (Wn) dµ (n)

=
(
δ (t)σW (t)

)
(ϕ (f))

=
(
δσW

)
(t) (u)

.δσW ל שקולה KerαN = VN על T של ההצגה לכן
פתוחה BWN1 ⊆ BWN ⊆ G ולכן פתוחה B ×N1 ⊆ B ×N אכן על. ϕש נבדוק
לאור סגורה). קבוצה עם קומפקטית קבוצה של (כמכפלה Gב סגורה BWN1ו .(Gב)

ההומיאומורפיזם

B ×N → BWN

(b, n) 7→ bWn

.BWN1ל מחוץ f = ו0 BWN1 על f (bWn) = σ (b)u להגדיר אפשר
ולבסוף f ∈ V ולכן חלקה, f חלקה, σש מאחר

ϕ (f) =

∫
N

f (Wn) dµ (n) = µ (N1)︸ ︷︷ ︸
>0

·u
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חוד הצגות 28.2

:T̂

T =

{(
t1

t2

)
| t1, t2 ∈ F×

}
∼= F× × F×

.T̂ ∼= F̂× × F̂× חבורות של איזומורפיזם יש לכן

χ

(
t1

t2

)
= χ1 (t1) · χ2 (t2)

.χ ∈ T̂ ,χ1,2 ∈ F̂× כאשר

.χ = χ1 ⊗ χ2 ,χ

(
t1 x

t2

)
= χ1 (t1)χ2 (t2) :Bל נרחיב

ז'קה ומודול פרובניוס הדדיות שילוב 28.2.1

.(dimC U = 1) T של חלק כרקטר ((χ,C) (או (χ,U) ,G של חלקה הצגה (π, V ) תהיינה
פרובניוס: הדדיות לפי ,B של לכרקטר הופך (χ,U) אז

HomG

(
π, IndGB χ

)
≈ HomB (π �B , χ)

איזומורפיזם יש ולכן (U (N) = 0 (כי V (N) על מתאפס f : V → U B־מורפיזם כל אבל
וקטוריים: מרחבים של

HomB (π �B , χ) = HomB (V,U)

= HomB (VN , U)

= HomT (VN , U)

= HomT (πN , χ)

בסה"כ:

HomG

(
π, IndGB χ

)
≈ HomT (πN , χ)

שקולים: הבאים התנאים .G של אי־פריקה חלקה הצגה (π, V ) תהי 28.6 משפט

πN 6= 0 .1

.IndGB χ של לתת־הצגה שקולה πש כך χ ∈ T̂ כרקטר קיים .2

לפי :1 ⇐= 2 הוכחה:

0 6= HomG

(
π, IndGB χ

)
≈ HomT (πN , χ)

.πN 6= 0 ולכן
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נוצרת VN המנה גם לכן כB־מודול. גם ולכן כG־מודול, סופית נוצר V :2 ⇐= 1
כT־מודול. סופית נוצרת VN ,VN על טריוואלית פועלת Nש מאחר כB־מודול. סופית

T־אי־פריקה. מנה (כT־מודול) VNל שקיימת (צורן) ראינו אז ,VN 6= 0
T־מודולים: של מדויקת סדרה קיימת כלומר,

VN → W → 0

σ־קומפקטית). T כי שור, W(לפי ≈ (χ,C) חילופית, Tש מאחר כT־מודול. Wאי־פריק עם
פרובניוס: לפי מדויקת. πN �T→ χ→ 0 כלומר,

0 6= HomT (πN , χ) ≈ HomG

(
π, IndGB χ

)
נובע ,Ker f 6= V ו אי־פריקה πש מאחר .0 6= f ∈ HomG

(
π, IndGB χ

)
קיימת ולכן

נכון. 2 לכן .IndGB χ של בT־תת־הצגה משוכנת πו חד־חד־ערכית f ולכן Ker f = 0

הצגת נקראת G של אי־פריקה חלקה הצגה (π, V ) לעיל בסימונים (מינוח): 28.7 הגדרה
הראשית לסדרה שייכת πש אומרים ,VN 6= 0 אם .VN = 0 אם (Supercuspidal) חוד
דורשים (Bump) לעתים .(χ ∈ T̂ ) IndGB χ של תת־הצגה π כלומר, .(Principal series)

אי־פריקה. IndGB χ ההצגה שכבר

יחידות) הוכחת (ללא ויטקר מודל 29

יש אז .1 6= θ ∈ N̂ .G = GL2 (F ) של אינסופי ממימד אי־פריקה חלקה הצגה (π, U)

:θ דרך n פעולת עם Cθ = C כלומר ,θ =
(
θ,Cθ

)
נסמן .θ

(
1 x

1

)
= τ (x) עם τ ∈ F̂

(∀z ∈ C) nz = θ (n) z

איזומורפיזם שיש ראינו M־מודול. ולכן G־מודול U אכן, :Uθ 6= 0 ידוע

q∗ (N) : U (N)
≈−→

(
IndMN Uθ

)
(N) = indMN Uθ

(אבל N ⊆ Kerπ ⇐= U על טריוואלית פועלת N ⇐= U (N) = 0 אז Uθ = 0 אם
סתירה. .dimC U = 1 ⇐= SL2 (F ) ⊆ Kerπ ⇐= נורמלית) Kerπ ⊆ G

.dimUθ = 1 ולכן dimUθ ≤ 1 ראשונה)): (גרסה ויטקר מודל (יחידות 29.1 משפט

כאן). X = Uθ ,dimX = 1) [[Godement 1.11]] ,[[G.H.] p.252] גם ראה

לינארי פונקציונל הוא ויטקר פונקציונל

λ : U → C

ש כך

(n ∈ N, u ∈ U) λ (nu) = θ (n)λ (u)
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או

(x ∈ F ) λ

(
π

(
1 x

1

)
u

)
= τ (x)λ (u)

.HomN

(
U,Cθ

)
איברי הם ויטקר פונקציונלי :Uθ עם קשר

HomN

(
U,Cθ

)
≈ HomN

(
Uθ,Cθ

)
= HomC (Uθ,C) = U ′θ

.λ (nv − θ (n) v) = 0 כי נכון הראשון השוויון כאשר

ויטקר. פונקציות מרחב מימד = dimC HomN

(
U,Cθ

)
= dimC Uθ = 1 29.2 מסקנה

פרופורציונליים הם ( 6= 0) ויטקר פונציונלי שני כל שניה)): (גרסה ויטקר מודל (יחידות 29.3 משפט
.(0 6= סקלר כדי עד אחד ויטקר פונקציונל קיים (ולכן לשני אחד

.[[Bump] p.453. Th.4.4.1] גם ראה

מפרובניוס ויטקר מודל

HomG

(
U, IndGN θ

)
≈ HomN

(
U,Cθ

)
(כלומר ויטקר פונקציונל λ 6= 0 אם כן, וכמו .dimC HomG

(
U, IndGN θ

)
= 1 לכן

ע"י נתון לו המתאים W : U → IndGN θ אז (λ ∈ HomN

(
U,Cθ

)
(W (u)) (g) = Wu (g) = λ (gu)

אי־פריקה. U ו W 6= 0 כי חד־חד־ערכית W .λ 6= 0 כי W 6= 0

.U של ויטקר מודל נקרא W = ImW︸ ︷︷ ︸
6=0

⊆ HomG (U, Im θ) 29.4 הגדרה

W = {Wu | u ∈ U}

.Uל איזומורפית וההצגה G ע"י מימין להזזות ביחס שמור W תכונה

הראשית הסדרה 30

קומפקטית). B \G (כי (χ ∈ T̂ ) IndGB χ = indGB χ •

מותרת) χו קומפקטית B \G (כי מותרת •

(?) dimC IndGB χ =∞ •
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Mל או Bל צמצום 30.1

.W =

(
1

1

)
כאשר χW (t) = χ (WtW )

α : IndGB χ → χ

f 7→ f (1)

αN :
(

IndGB χ
)
N
→ χN = χ

נסמן

V = Kerα

= {f | f (1) = 0}
= {f | f �B= 0}

המדויקות הסדרות את נקבל

0 → V → IndGB χ
α→ χ → 0

0 → VN︸︷︷︸
≈δBχW

→
(

IndGB χ
)
N

αN→ χ → 0

:([B.H.] גם (ראה 30.1 מסקנה

dimC

((
IndGB χ

)
N

)
= 2

dimC VN = 1

.(Bו) M מעל אי־פריק V (N) 30.2 טענה

מודולים M של איזומורפיזם יש .1 6= θ ∈ N̂ ויהי ,W = V (N) נסמן הוכחה:

q∗ (N) : V (N)
≈→ indMN Vθ

איפה מצאתי (לא ראינו). ־ אי־פריק indMN θ (כי Vθ ∼= θ אז ,dimC Vθ = 1 להוכיח די
([[BH] - page ב[59 הוכחה יש אי־פריקה, indMN θש הוכחנו

dimC VN = 1 (כי .VN ≈ Vθ וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם שקיים להוכיח די
הקודמת) מהמסקנה

ו θf �B= 0 ע"י θf : G→ V נגדיר f ∈ V לכל

(n ∈ N, b ∈ B) (θf) (bWn)

= θ (n) f (bWn)

= θ (n)χ (b) f (Wn)

.BWNב ומוכל Gב סגור supp f חלקה, θ חלקה: θf
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מרחבים של איזומורפיזם קיבלנו .θf ∈ V ולכן (θf) (b1) = χ (b1) (θf) (g) ש ברור
וקטוריים:

θ· : V → V

f 7→ θf

ש מראים

n (θf) = θ (n)︸︷︷︸
∈C

·θ (nf)

מראים זה שוויון ובעזרת

θ (V (N)) = V (θ)

וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם ומסיקים

VN =
V

V (N)
−→ V

V (θ)
= Vθ

.θמ המושרה

30.3 מסקנה

ע"י נתונה כB־מודול או כM־מודול IndGB χ של JH סדרת .1

0 $ V (N) $ V $ IndGB χ

אכן:

dimC

(
IndGB χ

V

)
= dimC C = 1

dimC

(
V

V (N)

)
= dimC (VN ) = 1

(dimC V (N) =∞ (מקיים אי־פריק. V (N) כי וראינו אי־פריקות, הנ"ל המנות ולכן

ממימד אחת מנה בדיוק יש Gל ביחס IndGB χ של JH סדרת ובכל lG
(

IndGB χ
)
≤ 3 .2
.∞

.∞ ממימד אחת מנה ויש 1 ממימד אחת מנה יש (M או B (מעל V של JH בסדרת .3

lB (V ) = lM (V ) = 2
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Nל ביחס עצמיים וקטורים 30.2

שקולים: הבאים התנאים .χ = χ1 ⊗ χ2 ∈ T̂ נסמן 30.4 טענה

.1 ממימד שמור N תת־מרחב יש IndGB χל .1

χ1 = χ2 .2

הוא בפרט .C · χ′ ◦ det ע"י נתון מ1 תת־המרחב אז .χ′ = χ1 = χ2 נסמן זה ובמקרה
.(χ′ ◦ det (I2) = 1 6= 0 (כי V ב מוכל ואינו G־שמור והוא יחיד

G־שמור) הוא C · χ′ ◦ det (כי מיידי. :1 ⇐= 2 הוכחה:
ש כך θ ∈ N̂ יש אז התת־מרחב. את פורשת 0 6= f ∈ IndGB χ תהי :2 ⇐= 1
(nf) (g) = (כי .S = BSN אז ,S = supp f נסמן .(n ∈ N (לכל nf = θ (n) f

(f (gn) = θ (n) f
או פתוחה) לא B (אבל S = B רק ייתכן S 6= G אם ולכן G = B ∪· BWN מתקיים

.f /∈ V ובפרט ,S = supp f = G לכן סגורה). לא BWN (אבל S = BWN
מתקיים n ∈ N לכל כעת

θ (n) f (1)︸︷︷︸
6=0

= (nf) (1) = f (n) = χ (n) f (1) = f (1)

.(n ∈ N (לכל nf = f ולכן θ = ש1 נובע
.SL2 (F ) ⊆ StabG f ולכן (מחלקות) פתוחה StabG f אבל .N ⊆ StabG f כלומר,

t ∈ F× לכל כעת

f (1) =

((
t

t−1

)
f

)
(1)

= χ1 (t)χ2

(
t−1
)
f (1)

נכון) 2 (ולכן .χ1 (t) = χ2 (t) ולכן

מכאן .g1 ∈ SL2 (F ) כאשר g =

(
det g

1

)
g1 פירוק יש g ∈ G לכל לבסוף,

f (g) = f

((
det g

1

)
g1

)
= χ′ (det g) f (g1)

= χ′ (det g)

g1f︸︷︷︸
=f

 (1)

= (χ′ (det g)) f (1)

.f ∈ C · χ′ ◦ det כלומר

.V (N) והוא יחיד שמור (B (או M תת־מרחב יש V ל 30.5 מסקנה
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אז תת־מודול. 0 6= W $ V יהי .1,∞ הם JH מנות ומימדי l (V ) = 2 הוכחה:
.dimW =∞ או dimW = 1

מוכל לא שהוא וראינו ,1 ממימד שמור N תת־מרחב W ⊆ IndGB χ אז ,dimCW = 1 אם
סתירה. ־ V ב

V (N) ,W (כי W ∩ V (N) 6= 0 זה במקרה .dimC
V
W = ו1 dimCW = ∞ לכן

ונקבל ,(dimC
V
W = 1 אבל אינסופי, ממימד

0 6= W ∩ V (N) ⊆W $ V

קו־מימד). (משיקולי W = V (N) ⇐= W ∩ V (N) = W אורך: משיקולי

הומוגניות 30.3

הצגות שקילות שיש ראינו .G של חלק כרקטר ϕ ◦ det ואז ϕ ∈ F̂× יהי

(ϕ ◦ det) · IndGB χ
≈−→ IndGB ((ϕ ◦ det) · χ)

f 7→ (ϕ ◦ det) · f

אז χ = χ1 ⊗ χ2 ש נניח

((ϕ ◦ det) · χ)

(
a b

d

)
= ϕ (ad)χ1 (a)χ2 (d)

= (ϕ · χ1) (a) · (ϕ · χ2) (d)

מסמנים

ϕ · IndGB χ = (ϕ ◦ det) · IndGB χ

ϕ · χ = (ϕ ◦ det) · χ

ואז

ϕ · IndGB χ ≈ IndGB (ϕ · χ)

ϕ · (χ1 ⊗ χ2) = (ϕχ1)⊗ (ϕχ2)

ו תת־מרחב, Z ⊆ IndGB χ ו תת־חבורה Γ ⊆ G תהי 30.6 מסקנה

ϕZ = {(ϕ ◦ det) · f | f ∈ Z}

.IndGB (ϕ · χ)ל ביחס Γ־שמור ϕ · Z אם ורק אם IndGB χל ביחס Γ־שמור Z אז

לאי־פריקות קריטריון 30.4

שקולים: הבאים התנאים .χ = χ1 ⊗ χ2 ∈ T̂ יהי 30.7 למה

סופי. ממימד G־מודול תת יש IndGB χל .1
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χ1 = χ2 .2

.lG
(

IndGB χ
)

= 2 מתקיים זה ובמקרה

תת־מודול. הוא C · χ′ · det אז .χ′ = χ1 = χ2 ונסמן מתקיימים ו2 ש1 נניח 30.8 הערה
ו∞. 1 הן זה) (במקרה IndGB χ של JH מנות מימדי ולכן

וקטור Nל יש ולכן סופי ממימד התת־מודול על ופועלת חילופית N כי :2 ⇐= 1 הוכחה:
עצמי.

(1 (וממימד תת־G־מודול C · χ′ ◦ det ש ראינו :1 ⇐= 2

לכן .l ≤ 3 וראינו (מ1) l ≥ 2 ש ברור .l = lG

(
IndGB χ

)
= 2 ונוכיח ו2 1 כעת נניח

נניח לכן .χ1,2 7→ ϕχ1,2 שינוי עם משתנה לא האורך לסתירה. ונגיע l = 3 בשלילה נניח
.χ1 = χ2 = 1

.L = {constant functions} נסמן לסתירה. להגיע וצריך lG
(

IndGB 1
)

= 3 מניחים בסה"כ:

משרה המנה העתקת G־מודול. זהו .Y =
IndGB 1
L נסמן G־שמור. תת־מודול L אז

B־מודולים: של איזומורפיזם

η : V
≈−→ IndGB 1

L
= Y

קיים לכן .l (Y ) = l
(

IndGB 1
L

)
= 2 נובע 0 6= L ⊆ IndGB 1 ומתוך dimC L = 1 כן, כמו

.η−1 (W ) = V (N) ולכן .0 $ η−1 (W ) $ V לכן 0 $W $ Y תת־G־מודול
B־מודולים: של איזומורפיזם משרה ηש מכאן

VN =
V

V (N)

≈−→ Y

W

עם χ′ ◦ det דרך פועלת G עליו G־מודול הוא Y
W לכן .dimC

Y
W = dimC VN = 1 בפרט

(כי VN ≈ δBχ
W = δB אבל ,χ′ ◦ det דרך גם VN על פועלות (T (ו B לכן מתאים. χ′

כT־מודול: (χ = 1

δB �T = χ′ ◦ det �T

כלומר

|t1|
|t2|

= δB

(
t1

t2

)
= χ′ (t1)χ′ (t2)

סתירה. .χ′ = |·| ,χ′ = |·|−1 ואז

([BH] על מבוססת (ההוכחה

אז χ = χ1 ⊗ χ2 אם דואליות

˜IndGB χ = ˜indGB χ

= IndGB (δBχ̃)

= IndGB
(
δBχ

−1
)
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ו

δB · χ−1 =
(
|·| · χ−1

1

)
⊗
(
|·|−1 · χ−1

2

)
(δB

(
t1

t2

)
= |t1|
|t2| ראינו (כי

אז .χ = χ1 ⊗ χ2 ∈ T̂ יהי אי־פריקות): (קריטריון 30.9 משפט

מתקיים l = 2 .([[BH] p.65-67]ב דואליות דרך הסבר (ראה l = lG

(
IndGB χ

)
= 1 or 2

מתקיימות: הבאות (הזרות) האפשרויות משתי אחת אם ורק אם

תת־מרחב IndGB χל אם ורק אם χ = ϕ · 1 ש כך ϕ ∈ F̂× יש כלומר ,χ1χ
−1
2 = 1 .1

.∞ ממימד המנה ואז סופי) ממימד (או 1 ממימד שמור

מנה יש IndGB χל אם ורק אם χ = ϕ · δB ש כך ϕ ∈ F̂× יש כלומר ,χ1χ
−1
2 = |·|2 .2

.∞ ממימד לתת־מודול ביחס סופי) (או 1 מקו־מימד

.∞ ממימד ומנה 1 ממימד מנה מכילה JH סדרת כל אז פריק IndGB χ אם בפרט,

אז χ = ϕ · δB אם .1 ממימד תת־מודול שיש ראינו ,χ = ϕ · 1 אם הוכחה:

δB · χ−1 = δB · ϕ−1 · δ−1
B = ϕ−1 · 1

ל ולכן 1 ממימד תת־מודול יש IndGB
(
δBχ

−1
)
ל ולכן

˜IndGB (δBχ−1) = IndGB

(
δB
(
δBχ

−1
)−1
)

= IndGB χ

.1 ממימד מנה
תיתכן לכן .∞ ממימד JH מנת היותר לכל שיש ראינו פריקה. IndGB χש נניח לבסוף,

הבאות: מהאפשרויות אחת

.l
(

IndGB χ
)

= 2 ו סופי ממימד תת־מודול IndGB χל •

ממימד תת־מודול ˜IndGB χ = IndGB
(
δBχ

−1
)
ל ואז סופי, ממימד מנה IndGB χל •

ו χ1χ
−1
2 = |·|2 כלומר ,|·|χ−1

1 = |·|−1
χ−1

2 ואז סופי,

2 = l
(

IndGB
(
δBχ

−1
))

= l

(
˜IndGB χ

)
= l

(
IndGB χ

)

.0 6= W $ IndGB χ עם יחיד G־מודול תת יש אז פריק IndGB χ אם 30.10 מסקנה
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הומומורפיזמים 30.5

אז: .T של חלקים כרקטרים ξ, χ יהיו 30.11 טענה

dimC HomG

(
IndGB χ, IndGB ξ

)
=

{
1
(
ξ = χ or δBχ

W
)

0 else

מפרובניוס ראינו הוכחה:

HomG

(
IndGB χ, IndGB ξ

)
= HomT

((
IndGB χ

)
N
, ξ
)

מדויקת סדרה יש כן כמו

0 → δBχ
W →

(
IndGB χ

)
N
→ χ → 0

מדויקת סדרה ונקבל ,(?) מתפצלת הסדרה ,χ 6= δBχ
W אם

0 → Hom (χ, ξ) → Hom
((

IndGB χ
)
N
, ξ
)
→ Hom

(
δBχ

W , ξ
)
→ 0

נכונה. והטענה
ולכן χ1 = |·|χ2 אז ,χ1 ⊗ χ2 = (|·|χ2) ⊗

(
|·|−1

χ1

)
כלומר χ = δBχ

W נניח

לפי נכונה הטענה ξ = χ = δBχ
W אם אי־פריקה. IndGB χ לכן .χ1χ

−1
2 = |·| 6= 1, |·|2

שור.
מהסדרה ξ 6= χ = δBχ

W נניח

0 → Hom (χ, ξ) → Hom
((

IndGB χ
)
N
, ξ
)
→ Hom

(
δBχ

W , ξ
)
→ 0

נקבל

0 → Hom (χ, ξ)︸ ︷︷ ︸
=0

→ HomG

(
IndGB χ, IndGB ξ

)
→ Hom (χ, ξ)︸ ︷︷ ︸

=0

→ 0

נכונה. הטענה ולכן

שטיינברג הצגת 30.6

dimC St = (אז IndGB 1 של היחידה טריוואלית) (הלא המנה היא St = StG 30.12 הגדרה
(.∞

30.13 הערה

.φ · St היא IndGB (φ · 1) של המנה אז χ = φ · 1 אם .1
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מדויקת סדרה יש .2

0 → 1G︸︷︷︸
constant functions

→ IndGB 1 → St → 0

הדואלי: את נקח

0 → St

∧

→ IndGB (δB) → 1G → 0

מותרת). St (כי אי־פריקה Stו
הומומורפיזם G יש הטענה לפי

0 6= ϕ : IndGB 1G → IndGB (δB)

לכן .(?) IndGB (δB) של אי־פריק תת־מודול Imϕ ולכן 1G ⊆ Kerϕ להתקיים חייב
.St

∧∼= St וקיבלנו Imϕ = St

∧

נירמול 30.7

[[Bump] p. 467-471]

(סימון): 30.14 הגדרה

B (χ1, χ2) = IndGB

(
δ

1
2

Bχ
)

.χ = χ1 ⊗ χ2 ∈ T̂ עבור

דואליות

˜B (χ1, χ2) = B
(
χ−1

1 , χ−1
2

)

χ1χ
−1
2 6= |·|±1 ⇐⇒ פריק אי B (χ1, χ2) אי־פריקות:

χ1χ
−1
2 = |·|−1 ⇐⇒ 1 ממימד תת־מודול B (χ1, χ2)ל

χ1χ
−1
2 = |·| ⇐⇒ 1 ממימד מנה B (χ1, χ2)ל

הומומורפיזמים

dimC (HomG (B (χ1, χ2) , B (µ1, µ2))) =

{
1 (µ1,µ2)=(χ1,χ2)

or (µ1,µ2)=(χ2,χ1)

0 else

ϕ ∈ כאשר להלן נתונה GL2 (F ) של האי־פריקות החלקות ההצגות רשימת 30.15 משפט
כלשהו: כרקטר F̂×
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חוד הצגות .1

ϕ ◦ det כרקטרים .2

χ1χ
−1
2 6= |·|±1 כאשר B (χ1, χ2) .3

ϕ · St .4

.B (χ1, χ2) ∼= B (χ2, χ1) כאשר 3 בסעיף הן היחידות השקילויות
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